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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ 
В НЕИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ С. Л. СОБОЛЕВА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 19 V 1972)

1°. В работах С. Л. Соболева (*,2) разработан новый метод оценок 
функционала погрешности кубатурных формул в различных функциональ­
ных пространствах. В частности, С. Л. Соболев (*, 2) оценивал функцио- 

н
налы погрешности I (.г) = S'n (х) — 2 СкЪ (х— xk) в случае, ког- 

k=i
да е Тг('п' (Е„), тп>п/2, или другого пространства с близкими к
L2<m)(En) свойствами. В этих работах показано, что семейства формул с 
регулярным пограничным слоем асимптотически оптимальны в L2(m> (£«), 
и получено для нормы функционала погрешности асимптотическое выра­
жение

11Ф)1Ы*,Г {Bnm(IT)]^\Q\^(i +O(h)).

В настоящей работе результаты (', 2), относящиеся к асимптотически 
оптимальным семействам формул в L2(m)(E„), обобщаются на пространст­
ва (3,4) Wp(r)(E„), где г = (п, г2,

Мы будем придерживаться обозначений, принятых в (‘).
Пусть 1 С ». Пространство WP(r) (Еп) определим как множество 

п
обобщенных функций ср s S', для которых Е-1 [(1 + 2 (2л^)2г‘) Ftp (ж)] 

1=1
принадлежат пространству Lp (Еп).

Введем норму в пространстве П’Р<г) (Я„):
п

II Ф II (7) = { Я F“Х Я + 2 Г \Pdx]1>P . (1)
wp леп> l4 i=i J J

При 1 < р < °° пространство РГР(Г) (Е„) является рефлексивным бана­
ховым пространством.

Пусть Q — ограниченная область в Еп с достаточно гладкой границей Г. 
Введем пространство с нормой 

где нижняя грань берется по всевозможным сужениям функций из 
Wp\(En) на области Q.

■ Пространство (Qo) определяем, как множество тех Я-периодиче- 
ских функций ере S', для которых конечна норма

hU, = {$ I Н(1 + 3(2»ы"г‘ У'ТфмЦ’йф'’. (2)
уУр (i2w {==1
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2°. Из рефлексивности пространства W рг) вытекает существование 
экстремальной функции и е W(pr), имеющий вид

и(х) = [ |С"г(ж) * l(x) 1/(p_1) Sgn G?(a:) * l(x) ] * G? (x), (3)
где Gr (x) — прообраз Фурье функции

n
{2 l1 + (2лШа4 ₽'2. ai = ri/P, P = max rj. 

i=l i
Тогда норма функционала погрешности Z(rc) вычисляется по формуле 

1Ж11 (7). =[ \G7(x)*l(x)\P'dx\1!p'. (4)
WP <Еп> Ёп

Условие вложения ТУР<Г) в С имеет вид
п

Пусть l0 (z) = l — 2 б (х — Яр) — периодический функционал погреш-
3

ности. Тогда имеем
п

= { $ | 2 D + 2 (2л₽Я-1)Г<]"/2ехр(2лфЯ-1х)|Р'^}1/Р' (5)
По 67^0 i=l

Учитывая формулу
W hj

F [Фо (Н~^х)] = | h | Фо (g/гЯ) = 2 б (g - ₽Я-’/Н),
₽

найдем норму фупкцпонала погрешности Zo (х / h)

Ik (-^1 _ = {J | 2 [1 + 2 (2л₽Я-1Л-1)г^]_1/2еХр(2лрЯ-^ |Р'^}1/Р'.
п° Р’40 i=1

(6)
Пусть hi > h2 > ... > hn и Г1 > г2 > ... > гп.
Учитывая условие устойчивости и сходимости сеточного метода, 

, I (гп/г*)жим hi = hn
поло-

, i — 1,2,..., п. Отсюда имеем

I h Il = Ж | Вп7 (Я) |<р-1) > (1 + О (hn)), 
W(̂  (П„)rr р

(7).

где
п

Bn7(H) = 5 | 2 [2 (2лЗЯ”1)Г]"2ехр(2лфЯ^)й.г.
£10 2^1

Норма функционала погрешности 10(х) будет принимать наименьшее 
значение для такой решетки Я-1, у которой из всех решеток с объемом 
| Qo | =1 величина Bn~{H) будет наименьшей.

3°. Теорема. Пусть rt> г2> ... > гп> 0 и функционалы погрешнос­
ти кубатурной формулы могут быть представлены в виде

2 v^z?,

где все функционалы Zv ("7г) = (х) ~~ 2 ^v'^(x ~ (У + У')) 
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удовлетворяют следующим условиям'.

2) supp Z? с $ (х: I х — hHy |; О Lhif i = l,2,..., п);

3) (ZY(x), х“) = 0, |а| = 2«i <kil, «1<[П], = {у: d(hHy, Г);<г—1
<2L/iJ, i = 1, 2,..., и;

4) (ly(x), x«) = О, |а|= 3 агСк1],а4<[г;], VyeB2 = {у: d(hHy, Г)*> 

yZLht, hHy^Q}, i = l,2, ...,п.
Тогда функционалы lh(x) с регулярным пограничным слоем при hi ->■ О 

являются асимптотически оптимальными и имеет место асимптотическое 
выражение

111,1 (ж) (Q)= h> 1 (Я) |(Р_1)*1QР (1 + 0 (8)
Доказательство теоремы основано на представлении нормы функцио­

нала в виде
Р'1 е)и (?)* $ I)G?и*1 и sg'1 g7 (х)*1 (*)] • g7 ел [lo (-j-) — i’ e)l

(9) 
где I'(x) — функционал с регулярным пограничным слоем для области 
Й* = Еп / Й.

Далее по неравенству Гёльдера, получим

l>l и* {ЙIG; Гdx}1 Р + 
Р и

G- (х) * V (х) |А dx^ Р -г | G- (х) * I (х) \р' dx
И В“

где В = {х : х е й, d (х, Г), > 2hh,} и В* = ЕЛ / В.
Из свойства функции G7(х), (7) и (10) следует, что

|Р(Х)Ц (=^\Щ^Ь>\В^ (И)

С другой стороны, можно показать, что, какова бы пи была последова­
тельность функционалов (5) lh (х) = <оД (х) — У Cv | h 16 (х— h,Hy), при 

hii -гл

III (х) || - > | Й |(^1» Р I вп- (Я) |<^ АЛ (1 + О (hn)). (12)
wp

Теорема следует из (11) и (12).
Автор выражает признательность акад. С. Л. Соболеву за обсуждение 

работы и В. Р. Портнову за цепные замечания.
Восточно-Сибирский технологический институт Поступило
Улан-Удэ 3 IV 1972

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 С. Л. Соболев, Лекции по теории кубатурпых формул, 1, 1964, 2, 1965, Ново­

сибирск. 2 С. Л. Соболев, ДАН, 163, № 3 (1965). 3 С. М. Никольский, При­
ближение функций многих переменных и теории вложения, М., 1969. 4 II. И. Л и-
зоркин, Математич. сборн., 60, № 3 (1963). 5 В. И. Половинкин, Математиче­
ские заметки, 5, в. 3 (1969).

1038


