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АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

УПРАВЛЕНИЯ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 26 V 1972)

1°. Пусть 3 = {2} — вещественное линейное пространство. Как обычно, 
квадратичной формой будем называть фунцию A (z, z), где A(zt, z2) — би­
линейный функционал на 3, и квадратичным функционалом — веществен­
ную функцию 8(з) вида S(z) = A(z, z) + a(z) + а, где A(z, z) — квадра­
тичная форма, a(z) — линейный функционал, « — вещественное число.

Теорема 1. Пусть ?y(z), ®(z) — произвольные квадратичные функ­
ционалы на Qu SIzo е 3, ®(z0) > 0.

Следующие утверждения равносильны: a) S(z) АО на множестве, где 
@(z) АО, б) существует число т^О такое, что §(z) —x@(z) АО Vzeg.

В теоремах 2, 3 встречаются выражения Sup <р(т), Inf ф(т), где ср (т) — 
вещественная функция, принимающая также, возможно, значения +°° или 
— Эти выражения понимаются так. Если Эл0, ф(т0) = +°°, то Sup ср(т) = 
= +°°; если ф(т) А +°° Ут, то 8ирф(т) определяется обычным образом; 
если ф(т) =—то Supcp(r) =—<». Аналогично определяется 1п1ф(т).

Теорема 2. Пусть §(z), S(z) — квадратичные функционалы на 3 и 
3z0, S(z0) > 0. Тогда

Inf 5 (z) = sup Inf [5 (z) — t® (z)]. (1)
<>0 3

Теорема 3. Пусть ®(z), ®(z), $(z) — квадратичные функционалы на 
3 такие, что 1) 3zoe3 ®(z0) > 0, II) <£>(z) А 0 Vz е 3, Ш) либо мно­
жество £>(z) — 0, £>(z) АО пусто, либо g(z) АО при £(z) =0, ®(z) АО. 
Тогда

Inf = sup Inf T®(^- • (2)
®(z)>o -V Vo T>0 S>(z)^0 A? C)

Теоремы 1, 3 для случая, когда 3 — эвклидово пространство, S(z), 
@(z) — квадратичные формы и ^(z) = |z|2, установлен в О *.

* В формулировке теоремы 1 в f1) автором допущена ошибка: слова «форма 
(Gx, х) не является отрицательно определенной» должны быть заменены словами 
«форма (Gx, х) не является неположительной». Имеются, опечатки в доказательстве.

Доказательство теоремы 1. Очевидно, что из б) следует а). 
Покажем, что из а) следует б). Пусть вначале S(z), ®(z) — квадратичные 
формы. Используя теорему Дайнса (2) (см. также (*)),  получаем, что при 
отображении щ =5(z), щ = ®(z) в плоскость Н2 = {ц}, т] = IIПы HzIL образ 
Р пространства 3 — выпуклый конус. Из а) следует, что конус Р не пере­
секается с конусом Q = {щ < 0, ц2 А 0}. Поэтому существует разделяющая 
их прямая тор — Т2Ц2 0 при ц е Р, Т1Ц1 — т2ц2 0 при )| — Q. Так как 
( — 1, 0) е Q, (—е, 1) е Q, где е > 0 сколь угодно мало, то ту АО, т2 А 0. 
Так как 3z0 S(z0) >0, то т, А 0. Поэтому щ — тт]2 А 0 при ц е Р, где
т = т2 / щ А 0, т. е. выполнено б).
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Пусть 5(z), ®(z) — квадратичные функционалы и выполнено а). Бев 
ограничения общности будем считать, что в условии теоремы z0 = 0 (ина­
че мы ПОЛОЖИЛИ бы 51 (z) = 5 (z + Zo) , ®i (z) = ® (z + z0)). Пусть 3° = 3 X 
XT?1, 2?1=={^}, S(z) = A(z, z) +a(z) + а, где A (z4, z2) — билинейный, 
a(z) — линейный функционалы. Положим ®°(z, £) =A(z, z) + £a(z) + at,2. 
Аналогично no 5(z) определим квадратичную форму 5°(z, £) на 3°- Пока­
жем, что 5°(z, £) 3s 0 при @°(z, £) 5= 0. Для £ О это следует из а), так как 
5°(z, £) = £25(£-^), ®°(z, 5) =^2®(g-‘z) при £^0. Пусть @°(z, 0) 5s О 
для некоторого Z. Так как ®(0) = а > 0, то ®(т| z) 5s О при достаточно 
больших | г] | (определенного знака, если A (z, z) — 0, и для любых т], если 
A (z, z) = 0, a(z) =0). Из а) имеем 5(т]2) 0, S°(z, 0) = lim t]_25(t]z) > 0
при |р | ->■ °° и pa(z) <0, если A(z, z) = 0, a(z) ¥= 0. Итак, 5°(z, £) 6 при
@’(z,?)<0. По доказанному Ят5=0 5°(z, £)—r@°(z, £) ^ 0 Vze3,
е У?1. Для £ = 1 получаем б). Теорема 1 доказана.

Теорема 2 следует из теоремы 3 для ^»(z) s= 1.
Доказательство теоремы 3. Обозначим Inf (...) слева в первом 

соотношении (2) через Ц и Inf (...) справа — через /2(т). Для любого т О 
имеем 5/^5= (5 — т®) / $ при ® > 0, § ¥= 0. Поэтому, если Т2(т) —оо
Ят > 0, то h —оо, h > Inf (5 — т®) /$ > Z2(t), Zi 5s Sup Z2(t) . По- 

®>o, $#=0 т>0
кажем справедливость обратного неравенства. Если h = — °°, то /2(т) = 
= —оо Vt 5= 0 и выполнено первое соотношение (2). Пусть Ц>—°°. 
Тогда 5 / $ > h, 5 — life > 0 при S > 0, $ =А 0 в силу II). Из III) имеем 
5 — 7Д) ' 0 при @ > 0, $ = 0. Следовательно, 5 — 5= 0 при S 5= 0. По 
теореме 1 5 —/Д) — т0@ 5= 0 Vz, Уто^0. Из II) (5 — т0®)/£>> 
5s Ц приф^О, т. е. /2(то) 5s 7b Sup/2(r) 5= Zi, а значит, Z2(r0) =

= Sup/2(т) = 71, т. е. выполнено первое соотношение (2). Так как 
т>0

Sup ЭЛ = —Inf (—ЭИ), то выполнено второе соотношение (2). Теорема 3 до­
казана.

Замечание. Теоремы 1, 2, 3 справедливы, очевидно, и для комплекс­
ного линейного пространства 3 (при этом A(zt, z2) — эрмитова форма). 
Теорема 1 для комплексного случая, когда 5(z), ®(z) — эрмитовы формы, 
установлена ранее в (3). Доказательство (3) существенно использует комп­
лексность пространства.

2°. Перейдем к квадратичному критерию абсолютной устойчивости. 
Рассмотрим систему

dx / dt = Ах + т] = с*х  + at,. (3)
В (3) А, Ь, с, а, х, р — матрицы и векторы, соответственно, порядков 
N X N, NXn, NX к, кХ п, N, п, к, матрицы А, Ъ, с, а постоянны, |с] + 
+ |a|=A0, |g(0|e£2(0,7’) VT:0<T<°o.

Пусть G(x, t) — эрмитова форма х, £ и 3)JG — множество пар функций 
{x(t), B(i)}> удовлетворяющих первому соотношению (3) и таких, что для 
каждой пары существует последовательность tn -> <» и число у 5= 0 такие, 
что

(п
5 G Iх (0, В (01 dt> — ¥• (4)
О

оо
Введем обозначение: 5{ф (/)} = ср (Z) dt. Будем различать в е ще с т- 

о
венный случай, когда все величины в (3) и коэффициенты формы 
G{x,t,) вещественны, и комплексный случай, когда они, вообще, 
комплексны. Множество вещественных {х, Д е обозначим через 2RG°. 
Система (3) называется абсолютно устойчивой по выходу т] в 
классе Ж; (в классе SlG°), если для любых {х, g} <= 2JlG ({х, g} е ЯЛС°) 
величина НрЦ2 = 3{ | г) |2} конечна и ЦрН2 СД z(0) |2 + С2у, где Ci > 0, 
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С2 > 0 — постоянные, зависящие лишь от А, Ъ, с и коэффициентов формы 
С(х, g). Через I ниже обозначается единичная NXN матрица;

Теорема 4. Пусть имеет место вещественный случай и I) пара (А, Ь) 
управляема, II) для любого а еRN существует пара {x°(t), g°(t)} о
числом у — у (а) в (4), удовлетворяющим условию Inf 'f(Xa) / Z2 = 0 и та- 

Х>0 
кая, что ж°(0) = а, а также | х° (/„) | -> 0 при tn °°, где tn — последователь­
ность в (4). Для абсолютной устойчивости системы (3) в классе по вы­
ходу ц необходимо и достаточно, чтобы для некоторого 6 > 0 было выпол­
нено

С[Л7«К, с] < — б| г) |2, ц = [с*Л7«Ь  + a] I, Aim = ial~ А, (5) 

при всех | е Сп и всех w е R1 таких, что det Aia =+ 0. R комплексном случае 
справедливо аналогичное утверждение с заменой ЗИС° на %JtG.

Замечание. Условие II), очевидно, выполнено, если существует NX 
X п матрица q такая, что Q = А + bq*  — гурвицева матрица и G (х, q*x)  > 
>0 Vx^C”. В этом случае x°(t) = exp (Qt)a, l°(t) = q*x°(t).

Лемма. Пусть пара (А, Ь) управляема, F(x, g) — эрмитова форма век­
торов х CN, g е Сп, ®[g(t) ] = 3{F(x(t), g(t))} — функционал, определен­
ный для g(i) -L'f (0, °°) (вещественных в вещественном случае) таких, 
что для решения x(t) уравнения dx / dt = Ах + b£(t), ж(0) — а, выполнено 
x(t) ^LA’(0,x). Если И(о0е/?0\ p0 = r,(+iw1„bg0, g0) >0, то
sup §[g (0 ] = +°° как в вещественном, так и в комплексном случаях.

Доказательство леммы. В силу управляемости (А, Ь) в резуль­
тате подходящей замены g = т*х  + g' получим, что А — гурвицева матрица. 
Пусть Z — линейное пространство комплексных пар z = {g, у}, § (О,
<»), (/е£2) (0, °°), dy / dt = Ay + bl, г/(0) =0 и Z° — аналогичное мно­
жество вещественных пар в вещественном случае. Так как х (t) = 
= exp (Л£) а + у (t), то S[IJ— квадратичный функционал на Z (на Z°) с 
квадратичной формой So[^J = 5{Г[г/(0, g(<)]}- Достаточно найти пару 
{g(1), у(1)} е Z(e Z°) _ такую, что ®С(В(1)) >0. (Тогда 8r(p,g(i)) ->■ +°° при 
ц -> о°.)

а) Комплексный случай. Используя управляемость (Л, Ъ), оп­
ределим go (t), у At), 0 =С t + 1, так, что у0 (0) = 0, (1) = 4 «„bgo, dy / dt =
= Ay + bl. Пусть Г>1. Положим g<1) = go(O> У(,) = Уо(?) на [0, 1], 
B(1, = ^g0, у^ = е^‘Аг~\ bl„ на [1, Г], g<*>  = Во(Т7 + 1 + t), у^=уДТ + 
+1 — t) на [Г, Г+1] и t':l+0, i/(n s0 на [Г + 1, °°). Очевидно, 

{g(1), У(1)} е% и So[§(1>]=2^ Г[г/(1), g(1)]^ + (Г— 1)ро > 0 при достаточ-
о

но большом Г.
б) Вещественный случай. Положим g(2) = Re g(1)(Z), г/(2) =

= Rey(1)(£), g(3> = Im g(1>(i), z/(3) = Im y(1>(£). Очевидно, {g(2), y{2}}^Za, 
{g(3), y(3’} e Z°. Для любой эрмитовой формы K(z), где z е CN+n, с вещест­
венной матрицей коэффициентов выполнено K(t) = К (Re z) + A(Im z). 
Поэтому ^(g(,)) = ??(g(2)) + S(B(3>)- Так как S(g(1)) >0, то либо S(g(2)) > 
> 0, либо S(g<3)) > 0. В первом случае искомой парой будет {g(2), У<2)}, 
во втором — {g<3), у(3)}. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 4. Достаточность. Используя 
(5) и основную лемму (4) (приложение) (или (5), § 9, 3), получим, что 
существует эрмитова форма V(x) = х*Нх,  для которой dV / dt + G(x, g) + 
+ — 6|т]|2 VxeCv, где dV I dt = 2'Rex*H(Ax  + bg). Аналогично
доказательству теоремы 2 из (6) получим из II), что F(z) =х*Нх  0 Vх.

+
Для {х, g} е ({х, g} е Зй), используя (4), получим с |т]|2сй^
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< У[а?(О) ] — ] + 7 У[а:(О) ] + 7. Отсюда ||г)||2 < 00, ||r]||2=^
Сб'фЦО) р + Жу.

Необходимость. Пусть б) не выполнено. Если ||т]|| = °° для любых 
{х, |} е Ж, (е9Яс°), то в классе 2ЛС абсолютной устойчивости нет.
Рассмотрим поэтому вторую возможность, когда Ill'll! < 00 для некоторой 
пары {ж, 2} е 5Wg (sSV)- Пусть у - соответствующее число в (4) и х(0) = 
= а. Рассмотрим множество всех пар {х, д} е Ж; ЖЖ,1') с этими 7 и а, 
для которых ||г]|| < оо, и покажем, что для этого множества Sup ЦцЦ2 = °°, 
т. е. что и в этом случае в классе Ж; (ЖР) абсолютной устойчивости нет. 
Используя управляемость (А, Ь), придем к случаю, когда А —гурвицева 
матрица. Пусть Z (в вещественном случае Z0) — множество пар z = {^, у}, 
определенное при доказательстве леммы. Очевидно, ||r|||2=S(z) и @(z) = 
= Y + 3{G(х, g)} — квадратичные функционалы на линейном пространст­
ве Z (Z0). Не ограничивая общности, число у можно считать сколь угодно 
большим (см. (4)). Поэтому 3Z° s Z (3z°eZ°) ®(z°) >0. По теореме 2

Sup || т] ||а = Inf (Sup [3 { Ы2 + тС Ж В)}] + ТТ), (6)
т>0

где Sup справа берется по всевозможным z = {^, у} Z (eZ°). При этом 
x(t) удовлетворяет первому соотношению (3), х(0) = а и y = x(t) — 
— exp (At) а. Так как не выполнено (5), то V6 > 0 ge /<', £0£=С’1

ро = Ы2жбж?(д;МЛ)>о.
Применим лемму для определения Sup [ ... ] в правой части (6). Име­

ем F(x, £) = 11] |2 + xG (х, %), г] = с'х + а£. При т эМ ) для т '==б имеем 
F(Ai^obc,0, - р» > 0. По лемме в (6) справа Sup [...]= °°. Пусть
т = 0. В силу управляемости (A, b) Н!. Е, е= Сп такие, что т] 0,
где т)о = Ь + czjgo- Тогда /’(Аъ,*  Ъ^о, Ь>) = |ц|2>0. По лемме в (6)
справа Sup [ ... ] = и при т = 0. Следовательно (в соответствии с оп­
ределением Inf для этого случая), из (6) имеем Sup ||т]|[2 = °°. Мы пока­
зали, что при нарушении (6) оценка ||т]||2 С Ж|ж(0) |2 + не выполня­
ется. Теорема 4 доказана.

Замечание. Можно показать, что при нарушении условия (5)
лП

Sup \ | ц |2сЙ = °°, где верхняя грань берется по всем tn и всем (х, с) е Sfla 
о

(в вещественном случае по всем {х, ^}eSJlG°) с фиксированным началь­
ным вектором ж(0) =а и числом у в (4).
Ленинградский государственный университет
им. А. А. Ждапова
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.16 V 1972
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