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В данной статье оценки для производных от фундаментального реше­
ния (ф.р.) уравнения теплопроводности распространяются па уравнения 
специального вида с переменными коэффициентами. Такие оценки нужны 
для изучения асимптотики рсшепия задачи Коши при t °° (см., напри­
мер, (3), где существенно используется недоказанная оценка для произ­
водной от ф.р.).

Рассмотрим уравнение
п

= S =0, x = ■■■,хп')^Е^\ £>0; (1)

0 < ц < аг(хд V, i = 1, 2,..., п; (2)

s^a, i = 1, 2, ...,и; m = 1, 2, 3, a^>0. (3)

Перейдем в (1) к новым пространственным переменным:

Получим уравнение
п

dt = .S (.1^) Эуг]’ у = ' г/") ~ Е'п''’ (4)

где А Др,) =a,(rcf), i = 1, 2,..., п; U(y, I) = и{х, t).
Лемма. Соответствие между уравнениями вида (1) и (4) является 

взаимно однозначным.
В самом деле, имеем

Уг = ф, (ж,), = Ф< (р{), Ai(yf) = щ (хд = щ (ФДр,)),

т. е. из ai(Xi) мы получили АДр4). Если А Др,) известно, то
Vi

Xi = Фг(Уг) = Ai^dy'i, Р; = фДх^,
О

откуда
ai (?i) = lAPi(^i),

т. е. из АДр,) мы получили аДж,). Лемма доказана.
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Обозначим ф.р. задачи Коши для уравнений (1) и (4) соответственно 
Z(x, t;l, т) и Z(y,t; р,т), где

х- 5 .
dx"- р?Л = \—-г-, nt = \ —i = 1,2,(5)

В = (g,,..., gn) — E!ni, p = (p1; ...,p„) e£(n), i > t.

Легко получается формула

Z(x',0s,t) = -------2(?/Л;т],т). (6)
П

1=1

Введем функции g(x, t) = kt~n " exp (—к | x |2 / l), через к обозначены 
различные положительные постоянные, зависящие только от и, ц, v из (2).

Основным результатом работы является следующая
Т е о р е м а. Справедливы следующие оценки:

g{y- р, t- т) Z(y, i; р, т) =С g{y - p, t - т); (7)

g(x - 'g, £ - т) 2(ж, t; g, т) С g(x - g, t - т); (8)
\dZ/dij,\, \dZ/ 5p,| < (t — x)~'kg(y - p, t - t); (9)

\dZ/dxi\, |d[M£;)Z]/дЕ,| (I — t) " ‘g(x — c, t — t) ; (10)

\dZ/dt\, |<9Z/5t| г? (t — x'j-'gty — p, i —t); (11)

\dZ/dt\, \dZ/dr| =s= (t-т)-^(ж-^, t-x). (12)

Доказательство. Оценки (7) получены в (*). Исходя из них, мы 
докажем все остальные. Непосредственно из (7), учитывая (6), (2) и (5), 
получаем (8). В дальнейшем мы многократно воспользуемся тем, что в 
каждой полосе 0 t — т < Т имеют место оценки вида (9) — (12) с по­
стоянными, зависящими не только от га, ц, у, по еще от а из (3) и Т 
(см. (2), стр. 73).

Из тождества

Ж (?/, к Л, И
dt

п
S

1=1

д Г 1
[ Ai (>р) дУг

(13)

следует для т < Л < 1г

дУг

следовательно,
^2 П 1

<УУг

Отсюда, в частности, имеем для т < ii < £2

Г J z^y^^dy. (14)
К н(п) ' 1 Е(«)

4* 5!.



(15)

Аналогично доказывается, что для Ti < т2 < t

Далее, так как dZ(y, к, ц, т) / dt является решением (4), то

dt эе

1 9Z Су, *;т], 6) az (g, 6; 1], т) =
^1

О
dt,.

Применяя (14), (15) и (7), получаем

I — т °'il

Отсюда и из (6)
(16)

Предположим теперь, что а < v и воспользуемся тем, 
^.,(1,1) = dZ(x, t\ g, т) / dt является решением (1), т. е.

что функция

Lvi, Х(х, t) =0,

а в полосе 0 < £ — т С 1 при условии а v функция Х(х, t) удовлетво­
ряет оценке (12). При этом, как легко показать, функция Fit Х(х, t) = 
= (t — F)~'g(x — с,, t—x), стоящая в правой части (12), удовлетворяет 
неравенству Ll1\fX{x, t) 0 при | х — g|2 / (i — т) к. С учетом (16) полу­
чаем, что функции w (х, t) = Fi,x(x,t) ± Х(х, С) удовлетворяют в об­
ласти

{k - sl2/ (t-т) к, £-т>1} (17)

всем условиям леммы 5, (4), стр. 61, откуда следует, что в области (17) 
w (х, t)k?O, т. е. выполняется (12). При | х — g |2 / (Z— т) «£ к (12) 
следует из (16) непосредственно. Таким образом, первая оценка (12) до­
казана при а=С V. Наконец, используя инвариантность уравнения (1) 
и оценки (12) относительно преобразования х’ = кх, t' = k2t, к > 0, мож­
но свести случай а > v к случаю а sg v. Таким образом, первая оценка 
(12) и, следовательно, первая оценка (11) доказаны. Аналогично дока­
зываются вторые оценки (11) и (12).

Для получения первой оценки (9) введем, учитывая (5), функции

удовлетворяющие недивергентным уравнениям

(>£1> • • • ! ^1-1, Vii *0+1, • • • i t£n, t) 1=3
_ 1 dZ(y,t;y],t)

Аг 9’Ji

dv- 1 d2v, _ d2v-
dt “ AtWl a„> +S“>(4) , ■ (IS)

17^1 3
Обозначим фундаментальные решения (18) через

(*^1» • • • , 1, Z/i, *Ti+l» • • • , %n, t, g 1, . . . , gi—1, T]i, gi-L 1, . . . , g„, t) .
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(19)

dt

Из тождества (13) следует

( Эг|,,'Г-Т1 5 2 лЫ8г|,С,) У^-
Е<П) £(П) 1^.1 1 ’ '

Применяя (7) и (И), получаем

vf dxr. . . dx-t_x diji dxi+1.. . dxn^Z. k(t — t)-”'2-1.
e(")

Если выразить решения vt уравнений (18) через их ф.р. Zh применить 
оценки (8) для 2, и (19), получим

|щ| k(t-x)-n'2~',!. (20)
Поступая дальше точно так, как при выводе оценки (12) и (16), можно из 
(20) получить

(У., - Щ)2 + 2 У2 Л
___________________

Отсюда следует первая оценка (9) и, следовательно, первая оценка (10). 
Аналогично доказываются вторые оценки (9) и (10). Теорема полностью 
доказана.

Замечания. 1) Используя результаты (5), можно показать, что для 
д2{х, £; §, т) / di,i, вообще говоря, пет оценки (10).

2) Не изменяя доказательства теоремы, можно получить оценки (7), 
18), (11), (12) для ф.р. следующих уравнений, соответственно обобщаю­
щих уравнения (1) и (4):

п

S ai (**) bi (^1, • • • 1 *£$+1* * • * 1 X7i) ’
д2и ди г.
dz? di (1')

dU ■у д 1’ ..........Уг-l^i+l’ dU 1 (4')
Ai (2/i) дУг J ’
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