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РЕШЕНИЕ ОДНОЙ СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 11 XII 1972)

Рассматривается система нелинейных сингулярных интегральных 
уравнений вида

I. (V, И) - V, w + -U (А)’’ (тДг - , + ) V. (0 « +

г о
1

+ У Vi (i) -И (x,f)dt = П1(х,хь(х)), i = l,2,...,n, (1)
о

где И (х, t) = (х — у) [G (t, 0; у, 0) — Go (£, 0; у, 0)] dy, G и
О

Go — функции Грина задачи N и уравнения Трикоми E(z) = yzxx + zyy = 0, 
у > 0, для произвольной D, и «нормальной» области соответственно,

X
hi(x,v{(x)) = hi(x) = ~ у)-г Aui(y, У) — Vi(y,0)] dy, (2)

о
MB, p) = Zi (В, л) — Z; (g, ц) =

К -n
= X 5 d%' (ц' — g')-s> V (В, л; В', л') ■ / (В, л, “1 + 21, . . ., Un + zn) dr\',

о
V (х, у) = z{ (х, у) — Z; (х, у) =

= j J А (В, Л, Pl + 21, . . ., + zn) • G(x, у; В, л)dBdi],
D

zt(x, у) —решения уравнений E(zi) = ф(х, у, zh ..., z„) в Dt, v,(A) = 
= dZi(x,Q) / ду, | и л характеристические координаты для уравнения 
Трикоми в случае у < 0, z{(x, у) и z(g, л) — решения задачи N и задачи 
Коши — Гурса для уравнения E(z) =0, АВ — длила линии перехода, 
D, = D при у > 0.

Целью настоящей статьи является доказательство разрешимости си­
стемы (1), к которой сводится доказательство существования решения 
одной нелинейной системы уравнений смешанного типа (*).

Теорема. Если функции fi(x, у, z,,. . ., zn) непрерывно дифференци­
руемы в рассматриваемой области, причем

dfi/dzh = cih> 0, (и — 1) (сл - щ,) 2VcacM, i¥=k,

а область D, и отрезок АВ достаточно малы, то система нелинейных син­
гулярных интегральных уравнений (1) имеет решение в классе функций, 
удовлетворяющих условию Гёльдера.

Наметим схему доказательства. Определим последовательность функ­
ций г<"')(с, л) и zjm) (х, у) по формулам

Zim) = z; (В, Л) + “V"' (В, Л), (3)
Zim) (х, у) = Zi (х, у) + (х, у), (4) 
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где Zi{x, у) и г]) — решения системы уравнений E(zt) = 0, для задачи 
N и задачи Коши — Гурса,

5 fl
«Г П (L П) = $ (ф - (Г, Ф, , и™ + zn) dp',

о V
4™+1) (х, У) = j j f (£, л, rf"’ + z1?.. ., + zn) • G dg dp.

D
Пусть ulo) (S, T]) = v(i' (x,y) =0. Тогда из формул (3) и (4) следует

(5, П) = (О - (П - 0-‘” а - 0-*'- dt, (5)
о

1
zf (х, y) = -Zi = -\ vf (t). G (t, 0; x, y) dt. (6)

0

Отсюда при g = p == x и у ~ 0 получим

40) (ж, x) = т<0) (x) — к vi0) (£) • (x — dt,
о

4°) (x, 0) = 40) (ж) = - J v*f,) (0 • G (t, 0; x, 0) dt.
0

Исключая из этой системы т(0)(ж), для \40)(ж) получим сингулярные ин­
тегральные уравнения Hyt\x)) =0, линейные относительно х^^ж).

Но известно (3), что к таким уравнениям применима теория Фредголь­
ма. Так как уравнения (ж) = 0 эквивалентны системе £’(z()=0, 
единственность решения которой доказана в (‘), то в силу общей теории 
Фредгольма обеспечено существование решения уравненш! £(х4°\ж)) = 0.

Определив таким образом х<0)(ж) и подставив в формулы (5), (6), най­
дем Zi0)(%, г|) и z'i} (х, у). И вообще для т-х приближений в областях 
D2 и Di получим формулы, определяемые соответственно соотношениями 
(3) и (4), где р) и vf^x, у), в силу формул (3) и (4), уже опре­
делены.

Исключая из полученной системы значения т<т)(ж), вдоль отрезка АВ 
получим систему сингулярных интегральных уравнений вида

L(yW(x)) = h<r\x), (7)
Л" *

где Мт) (х) = А \ _ уу^ [и <у> (у, у) _ (у, 0) ] dy.
о

Система (7), линейная относительно хГАж), эквивалентна системе 
дифференциальных уравнений смешанного типа

Е (z^m)) = Д (х, у, z^m_1), ..., z'T-1’),

которая, по доказанному в статье (*), имеет единственное решение.
Относительно системы (7) имеют место следующие предложения.
Лемма 1. Если Л<т)(ж) удовлетворяют условию Гёлъдера порядка 

‘/6 + е, 0 < е < 76 при 0 «7 ж «7 1, a te(i — t)eH(x, t) —условию Гёлъдера 
относительно х порядка 6 < е равномерно по t, 0 < t «£ 1, то систему син­
гулярных интегральных уравнений (7) можно представить в виде

1
Vim) (ж) + J К (ж, /) • v|m) (t) dt = g[m) (ж), (8)

О
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где

к которой применима теория Фредгольма.
Доказательство этой леммы повторяет доказательство, проведенное для 

одного уравнения в работах (2, 3).
Лемма 2. Если функция Н(х, t) удовлетворяет условиям первой лем­

мы, то функция К(х, t) удовлетворяет неравенству

te (1 — t)eK(x, t) \ < с (1 — х) (Ю)

где 6 произвольно мало, а с постоянная.
Лемма 3. Решение системы интегральных уравнений (7) представимо 

в форме
1

V^m) И = и + J г (х, t, (0 dt, (11)
о

где Г (х, t, 1) — резольвента ядра К(х, t).
Эта лемма следует из общей теории систем интегральных уравнений, 

к которым применима теория Фредгольма.
В силу единственности решения системы (7) и общей теории систем 

интегральных уравнений, к которым применима теория Фредгольма, си­
стема (7) имеет решение.

Предположим, что обеспечена равномерная сходимость (это следует из 
последующих лемм) всех последовательностей, участвующих в этом про­
цессе. Тогда в системе (7) можно перейти к пределу при m -+ <*>. Следова­
тельно, функции v{ (х) = lim (х) являются решением системы (1), 

П—*оо
чем и завершается доказательство теоремы.

Равномерная сходимость рассмотренных выше последовательностей 
обеспечивается следующими леммами.

Введем обозначение kF^ (р) = | F<k'! (р) — F[k 1) (р) |.
Л е м м а 4. В областях D2 и Dt имеют место оценки

Ди?’ (£, ц) < схц, Д и? (х, х) < с2х'Д 

Д^1’(х, ?/)< с3, Д V? (х, 0)< с3, 

где cit с2, с3, ct постоянные.
Эти неравенства непосредственно следуют из формул (3) и (4), опре­

деляющих функции z4m) (х, у) и (1, Т]).
Лемма 5. Для функций h1?1 (х), g)1’ (х), v)x) (х) справедливы оценки

ДМП (х) < ссъ, &g(iy (х) < ссй (1 — х)~'й, Д^1} (х) сс7 (1 — х)~'й,

где с =шах {с,, .. ., с4}, с5, с6, с7 постоянные.
Доказательство этих оценок получается с помощью формул (2), (9), 

(И).
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Л е м м а 6. В областях D2 и D, имеют место оценки

Az?’ДХСС8. Az?’(х, сс9,

где с8 и с9 постоянные.
Доказательство следует из формул (3) и (4) с учетом оценок, получен­

ных в леммах 4 и 5.
Лемма 7. В областях D2 и Dt и вдоль АВ для любого к, к = 2, 3,.... 

имеют место оценки
ки^ (В, ц) сцМ^1, А у- и\1е> (х, х) cxv’Mfe_1,

Av?’ (х, у) < сМ^, А (х, 0) сМ^,

Afe?’ (х) ccbx'-3Mk~l, A-gi^ (х) ссе (1 — х)-13 ДР-1,

Av?’ (х) сс7 (1 — х)-'’ДР-1,

Az?’ (£, Ц) < ссяА/к1, Az[k) (х, у) < сс9Мк^,

где М = Ас, N постоянная, зависящая от величины области Dt и длины от­
резка АВ, с — постоянная интегрирования.

Эти оценки с помощью тех же формул, что и в предыдущих леммах, 
устанавливаются методом полной математической индукции.

Волгоградский государственный 
педагогический институт 
им. А. С. Серафимовича
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