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В 1946 г. С. М. Никольский (3) показал, что для функций, удовлетво­
ряющих условию Липшица первой степени с константой М на отрезке 
[ —1, 1], существует последовательность многочленов Рп(х) степени 
таких, что

(« + 1) I / (х) - Рп (х) I 4- М УГ^ + I х I О (4^) 

равномерно относительно х па интервале (—1, 1).
Впоследствии А. Ф. Тиман (8) доказал, что каким бы ни было нату­

ральное г для любой функции /(ж), имеющей (г— 1)-ю абсолютно непре­
рывную производную и производную порядка г, для которой |/(г)(ж) | ^М, 
существует последовательность многочленов Р„(ж), обладающих тем свой­
ством, что в каждой точке же [ — 1, 1]

Йт п\ f (ж) - Рп (ж) | < МКГ (У 1 - х2)г,
п—

где
к = 4 у (- l)fe<r+1) 

Г я (2/с + l)r+1

Для доказательства соответствующего утверждения в случае дробного 
значения г метод А. Ф. Тимана не применим. Используя другую схему 
доказательства, в основе которой лежат идеи С. Н. Бернштейна — его за­
мечательная предельная теорема (2), — мы покажем, что имеет место сле­
дующее более общее предложение.

Теорема 1. Для любой функцииf(x) вида
1

/ (ж) = J (ж — £) ф (1) dt, (1)
— 1

где
fa^b (ж) = (ах + b | ж |) | ж |r'2, r>0, vraisup | ф (ж) | <1 М,

существует последовательность алгебраических многочленов Рп(х) степе­
ни такая, что при всех х е [ — 1, 1]

lim пт I f (ж) — Рп (ж) I < Br I ф (ж) I (К1 — ж2)', (2)
11—>оо

где Вг = ЛД/ад, (ж) — наилучшее приближение функции целы­
ми функциями степени sSl на всей действительной оси в метрике прост­
ранства L(—°°, °°), а

| Ф (ж) = lim vrai sup | ф (t)
— 8—>0
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Наметим вкратце схему рассуждений при доказательстве этой теоремы.
1. Если X = cos y,t = cos 0, то

/(cosy) = -^- fa\ (2 siii ~£У sin 9 2 — j q> (cos 0) I sin 0 | c/9. (3)

Заметим, что

[2sin 9 J— sill = 2r~4/R (sin 9 J-j (sin 0) +

+ 2г_4/£ь (sill 9^—j ДС1 (sin 0) + 2r_4/R ( — sin Rp-j fi, 1 (— sin 0) +

+ 2r-4/^)b (— sin RR-j fi, 1 (— sin 0) + g (y, 0),

и после простых преобразований получим

f (cos у) = 2Г_3 (sin -|-(j RR [sin (z + у)] ср [cos (z + у)] dz +
— 2n

+ 2r<! far?b (sin f^+i} [sin (z — у)] Ф [cos (z — y)] dz + гр (г/), (4)
— 2n

где

ф (г/) = J § (У, 0) Ф (cos 0) I sin 01 dQ
— 2r.

— четная периода 2л функция.
Можно показать, что существует четный тригонометрический полином 

()n(cos у) порядка п такой, что
IФ (У) — Qn (cos у) | = о (^-). (5)

2. Обозначим через En**(f)L (ср. (9)) наилучшее приближение 4л-пе- 
риодической функции /(z) в среднем тригонометрическими «полиномами» 
вида

Т*п (z) = S ak cos + bk sin 4^-, 
k=0

т. e.

En(f)b — inf j I / (z) — T*n (z) I dz.
t*(z)-271

Используя метод классической работы (*) (см. также (9, 5, 6)), нетрудно 
показать, что для любых сколь угодно малых е > 0 и б > 0 можно найти 
такое N, что при каждом п N существует тригонометрический «полином» 
T2n*(z) порядка 2га, удовлетворяющий неравенствам

+ | faX (sin — T,2n(z)pz<(l + &)E*2n [/<% (sin
— 8 2~—8

(/^(sin-^-j — Z’2„(z)|dz<e£,2^/^)b(sin-|-^L. (6)
—2тг-]-<5 8

При помощи предельной теоремы С. Н. Бернштейна (2) в среднем (до­
казательство этой теоремы приведено в (’)) можно показать, что

lim п'Егпр^ь (sinR-R = 2^ТВ,, (7) 
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где В г =А[/а?ь(^) L ~ наилучшее приближении функции /ог,ь (я) целы­
ми функциями степени <1 в метрике пространства L(—°°, °°).

3. Выражение
2я

2Г_3 $ Т"2п (z) lsin (2 + J/)l ф [cos (z 4- I/)] dz ф- 
—2n

2n
+ 2r~3 J T2n(z) /fl1’ lsin (z ~ Z/)l Ф [cos (z — y)] dz + Qn (cos y).

—2n

где T2n’ (z) — тригонометрический «полином» порядка 2n, удовлетворяю­
щий неравенствам (6), представляет собой четный тригонометрический 
полином P„(cosz/) порядка Для разности /(cosy) — P„(cos у) мы име­
ем неравенство

| f (cos у) — Рп (cos у) | < | ф (у) — Qn (cos у) | +
2п

' + 2Г“3 —7,2n(z)j/^+11)[sin(z + ?/)]|(p[cos(z-|-y)]|dz-(-
— 2п

2п
+ 2r~a J | faX (sin-^-j - Т2п (z) I /fl1’ [sin (z - 2/)] I <p [cos (z - y) ] I dz.

— 2Л

Из полученного неравенства, непрерывности функции /i,i 1 (sinz), не­
равенств (6) и предельного равенства (7) вытекает (2).

3 а м е ч а н и е. Из неравенства

шах {Еп (ах [ х |г~2)ь, Еп(Ъ\х |г'1)ь} < Еп [/f’b (^)]ь <' 

< Еп (ах | х |r“2)L + Еп (Ь ] х |г х)ъ

вытекает (см. (4, *)) оценка для константы 5 г:

+

Теорема 2. Для любой функции вида
f

/ (*) = J (Ж — t) ф (0 dt,
-1

где fa.e1’’ (х) = (ах + b |ж|) |.r| r~2 In m|a;|, г > 0, целое,
vrai sup | ф(х) I М, существует последовательность многочленов Рп(х)—
степени ^п такая, что при всех х е [—1, 1]

те! f (х) - рп (X) I < вг I ф (х) I (УГ^У.
71—>ос 111

Доказательство этой теоремы проводится по схеме доказательства тео­
ремы 1 с использованием приемов статьи (6).
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Следует отметить, что в случае, когда г целое, неравенство (2) может 
быть усмотрено из доказательства, приведенного в статье А. Ф. Тима­
на (8).

Выражаю глубокую благодарность проф. А. Ф. Тиману за внимание 
к настоящей работе.

Поступило 
26IX1969 
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