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1. В работе (‘) Г. Хигманом доказано, что любая группа G с рекурсив­
но-перечислимыми множествами образующих и определяющих соотноше­
ний (р.п.о. группа) вкладывается в конечно-определенную (к.о.) группу К,-. 
Из этого легко вытекает существование к.о. группы U, универсальной для 
всех к.о. групп в том смысле, что любая к.о. группа вкладывается в U 
(в качестве U можно взять Кв, где G — свободное произведение всех к.о. 
групп). Доказательство Г. Хигмана конструктивно в том смысле, что из 
конструктивного описания группы G можно в принципе извлечь описа­
ние для Ко, однако это построение настолько необозримо, что практиче­
ски сделать это невозможно. В связи с этим М. Д. Гриндлингером по­
ставлена задача ((2), 1.17) явного построения универсальной к.о. группы. 
В настоящей заметке выписываются образующие и определяющие соот­
ношения для одной такой группы. Эта группа (группа U,) имеет 14 об- 
разующих и 42 определяющих соотношения. В заключение указываются 
некоторые возможности модификации построения группы Ui с целью 
получения других примеров универсальных групп.

2. Введем некоторые обозначения. Слово w в образующих щ, а2,__
обычно будем записывать в виде w(at, а2,...). Если группа G задана об­
разующими Oi,а2,... и определяющими соотношениями г, (аь а2, ...) = 
= гДщ, а2, ...)=... = 1, то будем писать G = {а(, а2,...; г1 = г2 = ...= 
= 1}. Через {G, Ь,, Ь2,...; Rt=R2 = ... = i} будем обозначать группу, 
которая получается из G добавлением образующих Ь,, Ь2,... и соотноше­
ний (щ, а2,...; bi, b2,...) = R2(ai, а2,...; bi, Ь2, = 1. Равенство
слов в группе G будем обозначать через =.

G
Пусть G'= {G, t-, tr'at =q(a), as А}, где <р задает изоморфизм под­

группы А группы G на некоторую подгруппу из G. Тогда t называется 
правильной проходной буквой над G (3). Для G' справед­
лива

Лемма 1 (4). Пусть w(ai, аг,..t) — 1, где at, а2,—образующие 
G'

группы G. Тогда либо w не содержит вхождений t", е = ±1, и w = 1, либо 
G

w содержит подслово одного из видов t~lat, tq(a)t~l, as А.
Доказательство. Если положить t = rs~l, то группа G' вкладыва­

ется в свободное произведение К групп {G, г} и {G, s} с объединением 
подгрупп {G, г_1Лг}, {G, s_1<p(A)s} в соответствии с изоморфизмом, тож­
дественным на G и отображающим r~lar на $_1ф(а)$, as А ((5), см. так­
же (6), стр. 247). Сделаем в слове ю подстановку rs~l вместо t. Получим 
слово w' из К вида g0(rs_1)e,gi(rs_1)ts... (rs_1) "‘gs, где gt — слова из G. 
Тогда и/ = 1 и из теоремы о нормальной форме для свободных произ­

ведений с объединенной подгруппой (см. (6), стр. 223) легко вытекает,, 
что либо и/ — слово из G и w = 1, либо и/ содержит подслово одного из- 

.-1

видов sr~*ars_1, rs_*(p(a)sr_1, т. е. w содержит подслово вида t~'at или 
tcp(a)t~l, as А.

Из леммы 1 легко вытекают следующие утверждения.
Лемма 2 (3,5). G вкладывается в G'.
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Лемма 3 (*). Подгруппа {G,t~lGt} группы G' является свободным 
произведением групп G,t~lGt с объединением подгрупп t~lAt, <р(Л).

3. Перейдем к построению универсальной группы Ut. Построение бу­
дет проведено в несколько этапов. Сначала выберем конкретное представ­
ление некоторой универсальной р.п.о. группы G с образующими at, b„ 
г = 1,2,...

Пусть Н = {ht, h2, .. . ; ri = r2 = ... = 1} — произвольная группа. Из 
теоремы IV работы (7) легко вытекает, что Н вкладывается в группу с об­
разующими а, Ъ и соотношениями, которые получаются из и, г2, ... под­
становкой слова babaSl+ababaa<+s ... babaai+l5 вместо каждой из букв hi. 
Отсюда следует, что любая группа вкладывается в группу с образующи­
ми а, b и соотношениями, не содержащими вхождений а-1, Ь~1, так как 
можно считать, что п, г2,... не содержат вхождений hr1. Поэтому нам 
достаточно построить группу, универсальную для всех к.о. групп с указан­
ным выше свойством.

Пусть функция т буквам а., ставит в соответствие цифры 1, 2 сле­
дующим образом: т(щ) =2, т(&,) =1. Тогда любое натуральное число / 
можно записать как слово w* в любом из алфавитов {«„ используя со­
ответствие т для расшифровки как записи в двоичной системе счисле­

ния. Пусть i = 2 Vj = O, 1; / = 1, 2, ..., I. Обозначим через D(i)
i=o

конечное множество равенств {ш/= 1 |vj_t = 1}, через Gi — группу {а„ Ь,; 
D(i)} и через G — свободное произведение групп G,. Из сказанного выше 
следует, что G является универсальной для всех к.о. групп.

4. Вкладывая группу G в группу с образующими а, Ь, как было указа­
но выше (принимая щ в качестве 7г.2<-1, bi — в качестве A2i), получаем груп­
пу Gi. Множество определяющих соотношений для Gi обозначим через R.

5. Определим некоторую полугруппу П. Образующими ее будут бук­
вы a, b, а, р, q, а определяющие соотношения имеют следующий вид (в 
них буквы ut, и2 обозначают соответственно слова baba3baba2 ... baba15, 
babbabababa2 ... baba6baba7): 1) b3aba'6 = b3aba; 2) da = aa;
3) ababa13 = baba; 4) ab2 — b2ab2; 5) bl = pbl; 6) b2ap = pb2a; 7) u2p — 
= u,q; 8) au,p = pu2; 9) b2utp = b2q; 10) qu2 = u2q; 11) aq(b2a)2 = 
= aqb2a; 12) qbl = pbl; 13) aqb2ab,‘ — pb1; 14) b2q(b2a)2 = b2q.

Если в П можно вывести слово w' из слова w с помощью вывода, у ко­
торого любое промежуточное слово имеет не более одного вхождения букв 
а, р, q (причем только одной из них), то это будем обозначать как 
w IН и/.

Связь полугруппы П с группой Gi ясна из следующей леммы (в ней 
через S обозначено слово bab, через h — слово Ъ2 и через Q — слово 
heqhah2).

Лемма 4. 1) w(a, b, h2) |hQ тогда и только тогда, когда w имеет
вид h2w'(a, b)h2, где w' е R.

2) если w(a, b) |Н Q и w не принадлежит подполугруппе {а, Ъ, h2}, то 
w имеет вид w' (a, b)ab2ab'\

Доказательство леммы довольно просто, но громоздко, и мы его 
опустим. Заметим только, что система соотношений 1) —4), если рас­
сматривать их как направленные слева направо, по слову вида 
Л2мД£а16,'+8?нг16*+9 ... 5a16i+15, 5al6i5a16i+1 ... ₽a16i+’)/i2 «выдает» слово
h2w(Ui, и2) (ha)'h2, соотношения 5) —14) «проверяют», кодирует ли сло­
во w (и^, и2) один из элементов множества й(г) (если считать, что ut, и2 
кодируют соответственно буквы b,, at).

Замечание. При некотором усложнении остальных соотношений из 
полугруппы П можно убрать соотношения 4) —5). При этом несколько 
осложняется также доказательство леммы, аналогичной лемме 4.

6. Теперь мы можем выписать все образующие и определяющие соот­
ношения группы Ut. Образующими ее будут a, b, а, р, q, с, d, е, t, a, [J, у, 
266



•а', b', а соотношения имеют следующий вид (в (7 — 20) и Г, обозначают 
соответственно левые и правые части определяющих соотношений полу­
группы П):

(1-6) d15g = Id, el, = ge15, & = eg, где % = a,b;

(7—20) d_icd‘S( = Г;е'се_!, i = l, 2, 14;
(21—24) ca — ac, da — ad, ct = tc, eta~l — ta~'e', 

(25)

(26-27) cp = pc, dp = pd;
(28—31) gp = pg, где g = a, b; p = a', b';

<32-33) 7_1gg/'Y = g, где g = a, bab;

(34-38) y-'p-’gP'r = p-^P, где g = a, bab, bl, t, a;

<39—40) 7-‘a_1gaY = a_1ga, где g = a, b;

(41—42) 7_1Ь4'у = b\ y-'ty = t.

Обозначим через G2 группу с образующими a, b, а, р, q, с, d, е и соот­
ношениями (1—20), через G3 — группу, получаемую из G2 добавлением 
образующих a, t и соотношений (21—24), через Gi — группу, получаемую 
из G3 добавлением образующей р и сотношений (25—27).

Заметим, что группа G2 почти совпадает с группой Г2 пз (8), если взять 
в качестве исходной полугруппы для построения Г2 полугруппу П. Для 
G2 имеет место следующая лемма, доказательство которой по существу 
можно извлечь из доказательства теоремы 1 работы (8).

Лемма 5. Если Р и Q — слова из полугруппы П, то Р |Н<2 тогда и 
только тогда, когда существуют слова L(c, d) п R (с, е) такие, что 
LQR = Р.

G*
7. Используя лемму 5, для группы G3 можно доказать следующее ут­

верждение.
Лемма 6.

{h2w(a, b)h2ta~'hr2w~l (а, Ь) A~2a| w е R} = 
= {Qta_fQ_1a, с, d} П2{Л2, a, Г), a, t}.

Напомним, что R обозначает множество определяющих соотношений 
для Gi.

Приведем набросок доказательства леммы. Включение <= можно дока­
зать довольно легко, используя леммы 4, 5. Докажем обратное включение.

Прежде всего, заметим, что t можно рассматривать как правильную 
проходную букву над группой G2, получающейся из G2 добавлением об­
разующей а и соотношений (21—22) (легко видеть, что подгруппы {с, е} 
и {с, а~1еа} обе являются свободными ранга два и поэтому изоморфны).

Теперь пусть iv = w', где w имеет вид ш0(а, Ъ, h2, a)tll'Wt(a, Т), h2, 
G3

a)tes ... t*Kwh, и w' имеет вид ш0'(с, d) (Qtor'Q-'a)'1'^/^, d) X 
X(Qta_1Q_1a)E2' ... w'(c, d). Нам надо показать, что w может быть за­
писано в образующих h2vh2ta~'h~2v~'h~2a, v R. Докажем это индукцией 
по k +1.

Если к + 1 = 0, то легко видеть, что w = w' = i. Если к + 1=£0, то по 
лемме 1 в слове w~lw' должно быть подслово z одного из видов где
w е {с, е} или twt~l, где w е {с, а~1еа}.

Рассмотрим первый случай (второй случай аналогичен), z может вхо­
дить в w~lw' одним из трех способов: либо z — подслово из w~*, либо z — 
подслово из и/, либо им является подслово i_1zpo_1zz>o/Qi. В первом случае, 
как и в базисе индукции, z = 1. Во втором случае после несложных вы­
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кладок получаем равенство w = w" (Qta_1Q_1a, с, d), где w" имеет 1 — 2 
G3

вхождения буквы t.
Рассмотрим последний случай. Имеем равенство w0 = w0'(c, d) X 

X QSJ (с, е). Легко доказывается, что при этом условии, если ю0 несократи­
мо, то оно должно быть словом в положительных степенях образующих а, Ь, 
h2 и, следовательно, согласно леммам 4, 5, wa имеет вид h2v(a, b)h2, где 
v е R. Кроме того, несложные подсчеты показывают, что ipoia_1Wo_1a = 
= w0/Qia“1Q_1JPo/_1a. Поэтому w = w' тогда и только тогда, когда 

.. VKwK = w0/w?/(Qta_IQ_1a)E2‘... (Qfa_1Q_1a)E‘'if/. В пра­
вой части эквивалентности число вхождений t равно к + 1 — 2, что и за­
вершает индукционное рассуждение.

8. Легко показать, что подгруппа {а, Ъ, a, t} группы С4 свободна, сле­
довательно, свободны также подгруппы F — {a, б, h2, t, а} и F' = {а, Ъ, h2, 
t, аг'аа, a_16a}.

Используя утверждение 2) леммы 4, для F' можно доказать следую­
щий аналог леммы 6.

Лемма 6'. {h2w(a, b)h2ty^,h^2w^'(a, b)h~2a\w^R} =
с, d} П F'.

Из лемм 6, 6', используя леммы 2, 3, выводим следующие утверждения. 
Лемма 7. В Gi справедливо равенство

{и> | w е R} = {A2, t, а~'аа, a~lba, Г) {а, Ъ}.

Л емма 8. Если и? е {F', и w = 1, то проекция w на алфавит
образующих а, Ъ равна единице в группе Gi.

Из леммы 8, используя заключительные рассуждения доказательства 
теоремы 1 из (*), получаем нашу основную теорему.

Теорема. Группа Gi вкладывается в Ui и, следовательно, Ui являет­
ся универсальной для всех к.о. групп.

9. Замечания. 1) Используя замечание из п. 5, можно выписать 
универсальную группу с 12 образующими и 40 соотношениями.

2) С помощью некоторой модификации рассуждений из (9, 10) можно 
построить полугруппу с 2 образующими п 3 определяющими соотноше­
ниями, которую можно использовать для построения универсальной груп­
пы с 2 образующими и 27 определяющими соотношениями (при этом ис­
пользуется теорема 2 из (8) для сокращения числа соотношений с 30 
До 27).

3) Выбирая несколько иное кодирование букв щ, &г (типа /г, -* 
-> а'Ъа'с'Ъс1) для получения группы G, и несколько усложняя дальнейшие 
построения, можно доказать существование универсальной группы с 57 со­
отношениями, каждое из которых имеет длину, не большую, чем 20.

4) Метод построения группы U, можно применить для доказательст­
ва упомянутой в начале работы теоремы Хигмана. Для этого вместо полу­
группы П нужно использовать полугруппу Пс, связанную с машиной 
Тьюринга Та, вычисляющей частичную характеристическую функцию мно­
жества слов, равных единице в G. В этом случае дальнейшую часть кон­
струкции можно значительно упростить.
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