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1. Рассматривается задача о нахождении области Q и определенной в 
ней функции и(х, у) по следующим условиям: а) область Q расположена 
в нижней полуплоскости, ее граница не имеет самопересечений и состоит 
из полупрямых х = ± 1, у < 0, совокупность которых мы обозначим через 
Г, и искомой кривой у с концами (—1, 0), (1, 0); б) гармоническая внутри 

функция и(х, у) непрерывна в Q, непрерывно дифференцируема в Q, 
исключая, быть может, точки (— 1, 0). (1,0), и удовлетворяет условиям

и(х, у) = 1 на у; ди / dv + аи = 0 на Г; и -* 0 при у (1)

|gradu| = X на у, X = const; (2)

v — внешняя нормаль, а = const > 0.
Назовем эту задачу задачей А.
Эта задача моделирует тепловое равновесие в твердой фазе вещества, 

которое заполняет полосу — 1 С х ;С 1 и находится в двух состояниях, твер­
дом и жидком. Она возникает при изучении квазистационарпой задачи 
Стефана. По своей природе она близка к кавитационным задачам гидро­
динамики (‘,2). Наличие неизвестной части границы и условие (2) дела­
ют ее существенно нелинейной. Вариационная природа тепловых проблем 
такого типа установлена в (3). В настоящей работе вариационным мето­
дом доказывается существование — и при некоторых естественных ограни­
чениях — единственность решения задачи А. Всюду в дальнейшем счита­
ется, что X > а.

2. Приведем основные факты, относящиеся к линейной задаче о нахож­
дении гармонической в заданной области Q функции, которая непрерыв­
на в Q. непрерывно дифференцируема вплоть до Г и удовлетворяет усло­
виям (1) (задача В). При этом у предполагается произвольной жордано- 
вой кривой.

Лемма 1. Если гармоническая функция и(х, у) удовлетворяет второму 
и третьему условиям (1) и непрерывно принимает на у неотрицательные 
значения ц(х, у), то она неотрицательна в Q, и принимает свое наибольшее 
значение на у. Если <р(х,у) 0, то и (я, у) положительная в Q, за исклю­
чением тех точек, где <р (я, у) обращается в нуль.

Обозначим через П полуполосу — 1 а; 1, у 4- 1. Рассмотрим при 
фиксированной области Q функционал

J (Q, и) = (я| 4- и%) dx dy ф- а и2 dy—X2 dxdy (3)
41 Г п\п

па множестве функций, непрерывных в Q, непрерывно дифференцируемых 
в О + Г, равных единице на у и нулю на бесконечности, для которых 
J(Q, и) < оо. Существует единственная функция и(х, у), на которой функ­
ционал (3) достигает своего наименьшего значения. Эта функция является 
решением задачи В. Как доказано в (4), она может быть гармонически 
продолжена через Г.
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Решение и°(х, у) задачи В в полуполосе —1 < ж < 1, у =5 0 строится 
явно методом разделения переменных. Оно экспоненциально убывает на 
бесконечности. Отсюда с помощью леммы 1 получаем для решения за­
дачи В в произвольной области £2 оценку

О и(х, у) «S М ехр Коу, > О, М = const. (4)

Лемма 2. На решении задачи В функционал (3) может быть преобра­
зован к виду

J (Q, и) — a ^udy— Z2 dxdy.
Г П\Й

3. Назовем глубиной свободной границы у точную нижнюю грань орди­
нат всех ее точек, взятую с обратным знаком. Введем обозначения

о
Со= Н = -^.

—оо

Рассмотрим теперь функционал (3) на множестве пар (£2, и) таких, 
что свободная граница у области £2 проходит через точки (—1,0), (1,0), ле­
жит в нижней полуплоскости и имеет глубину, не превосходящую 2/7, 
а функция и (ж, у) определена в £2 и обладает темп же свойствами, что и 
в п. 2. На этом множестве функционал (3) ограничен снизу. Обозначим 
через d его точную нижнюю грань и пусть (£2„, н„) — минимизирующая 
последовательность: lim J(£2„, п„) = d.

Будем говорить, что область £2 обладает свойством S, если кривая у мо­
жет быть задана уравнениями х = x(t), у = y(t), — Т С t < Т, где x(t) — 
нечетная, a y(t) ~ четная функции и обе они не убывают при 0 t : Т.

Лемма 3. Если подвергнуть £2 симметризации Штейнера (5) относи­
тельно осей координат (она определяется через симметризацию П \ £2) и 
заменить функцию и(х, у) на и*(х, у) — решение задачи В в новой обла­
сти, то и*) 7(£2, и). Область £2* обладает свойством S, а функция
и*(х, у) четна по х.

По поводу этой леммы см. (*). Благодаря ей минимизирующую после­
довательность можно считать состоящей из областей, обладающих свой­
ством S, и функций, которые являются в них решениями задачи В. Тогда 
в системе координат (g, т]), повернутой относительно (х, у) на угол л/4 
против часовой стрелки, правая половина дуги цп задается явным уравне­
нием ц =т]п(£)- Все функции т]„(|) равномерно ограничены и удовлетво­
ряют условию Липшица с постоянной 1. Аналогичными свойствами обла­
дает левая половина уп в соответствующей системе координат. Это позволя­
ет считать, что у„ равномерно сходятся к некоторой кривой у. В принципе 
она могла бы содержать отрезок оси у, проходимый дважды. В дальней­
шем мы покажем, что это невозможно. Однако у может частично слпться 
с Г вдоль отрезков х = ±1, — г/ 0. В этом случае можно показать,

о

Области £2„ сходятся к некоторой области £2, обладающей свойством S. 
Она ограничена частью у0 кривой у, не лежащей на Г, и вертикалями х = 
= ±1, у < —Ъ. Последовательность гармонических функций 0 и„(ж, у)^.

1 компактна, и можно считать, что они сходятся вместе с производными 
к функции и(х, у), которая гармонична в £2 и на упомянутых вертикалях, 
где она удовлетворяет второму условию (1). Легко показать, что интеграл 
Дирихле функций и (х, у) конечен.

Далее функция и(х, у) может быть продолжена по непрерывности еди­
ницей в каждую точку кривой у0. Достаточно рассмотреть ее правую поло­
вину 7ог. Пусть сначала z0 = х0 + iy^ — внутренняя точка 7,/. Проведем
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в плоскости z = х + iy разрез вдоль луча I, проходящего через z0 под углом 
Зл / 4 к оси абсцисс. Существует последовательность точек z„ е у„, сходя­
щаяся к z0 вдоль I. Тогда можно показать, что при достаточно большом К 
для любого J е Оп

|u„(z) - 1| ^^Re [e-/4(z-zn)]v’. (5)

Если z — произвольная точка области й, то существует такое N, что 
: е Й„ при п 5= N. Поэтому наше утверждение получается из (5) последо­
вательным переходом при п °° и z z0. Когда z0 совпадает с одним из 
концов 7ог, оно доказывается аналогично тому, как это сделано в (6), 
стр. 561.

Таким образом, функция и(х, у) является в области Й решением за­
дачи В. По лемме 2

—ъ — ъ
JJ(ul- + Uy)dxdy + 2а J и2 (1, у) dy = 2а J u(i,y)dy. 

Cl —оо —оо
Ввиду равномерной сходимости un(l, у) к и(1, у) на (—°°, — b + е] 

любом е > 0 и оценки (4), имеем
0

d = lim^2a ^undy — X2 JJ dxdy^ = 2а(^^ udy-^-b^ — № JJ dxdy.

—со n\Qn п\п

при

Введем функцию и'(х, у) = (х, у —Ь). Она является решением задачи 
В в области й', которая получается из й сдвигом вдоль оси ординат вверх 
на Ь. При этом

—ь
J (й', и') — 2а J и dy — X2 dx dy — 2b) = d -j- 26 (X2 — a).

—co П\О
Сделаем теперь следующее предположение: X2 а. Тогда 7(й', и') 

< d. Если бы кривая 7, а следовательно, и у', содержала отрезок оси орди­
нат, проходимый дважды, то, отбросив его, мы получили бы допустимую 
область й. Пусть й (х, у) — решение в ней задачи В. Тогда, в силу лемм 1 
и 2, 7(й, и) <7(й', и') d, что невозможно. Таким образом, пара 
(й', и') допустима и реализует минимум функционала (3) на множестве 
допустимых пар. Будем обозначать ее снова через (й, и).

4. Часть кривой 7, не лежащая на горизонталях у = —2Н, у = О, 
представляет собой аналитическую дугу в окрестности каждой своей точки. 
Вдоль нее функция и (ж, у) удовлетворяет условию ди / dv = | Vu| = X. 
Доказательство этого может быть проведено методом внутренних вариаций 
Шиффера (2). Так как область Й обладает свойством S, то остальная часть 
у могла бы состоять только из отрезков горизонталей у = —2Н, у = 0. По­
кажем, что па самом деле глубина 7 строго меньше 2Н. Действительно, 
функция а (ж, у) принимает всюду на 7 свое максимальное значение, сле­
довательно, на ней ди / dv 0. Поэтому, если бы глубина 7 была 2Н, мы 
имели бы

4Х//<2 J <^ds^^-ds = a Ju ds C 2a {2H + С 0),

Vi V 1’
что противоречит определению числа Н.

Если мы теперь предположим, что X2 Эг а, то у не может также содер­
жать отрезков [ — 1, —с], [с, 1] оси х, с > 0. Пусть это не так. Представив 
функцию и°(х, у) из п.2 с помощью синус-преобразования Фурье по пере­
менной у, найдем: Uy(x, 0) при х ± 1. Отсюда нетрудно вывести, 
что Uy(x, 0) обладает тем же свойством.

На паре (Й, и) вариация функционала (3) есть (см. (7))
67 (Й, и; 6х, 6u) = J (X2 — | Vu |2) 6х v ds.

v
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Если вектор бх симметричен относительно оси г/, отличен от нуля лишь 
в интервалах (—1, — с'), (с', 1), где | Vu| > Л, и направлен по v, то б/ < 0. 
Так что если б = шах | бх | достаточно мало, то для проварьированной об­
ласти Й и решения задачи В в ней будем иметь: 7(Й, й) < 7(й, и). Про- 
симметризуем й относительно оси у. От этого сумма первого и третьего 
слагаемого в (3) может лишь уменьшиться, а интеграл функций и(1, у)2 
от — оо до 0 перейдет в интеграл функции й*(1, у)2 от — °° до б, увеличив­
шись при этом не более чем на б. Введем функцию и'(х, у) = й*(х, у + б). 
Тогда пара (й', и'), где Й' получается из Й сдвигом вниз на величину б, 
является допустимой. При этом

7(Й', и') <7(Й, и) +2б(а-Х2) «= 7(Й, и) = d,

что невозможно. Итак, доказана
Теорема. Если X2 = а < 1, то существует решение задачи А. При 

этом свободная граница у является аналитической кривой.
5. Физически оправдано искать такое решение задачи А, что и (х, у) 

есть строго возрастающая функция от у при любом are [ —1, 1]. С по­
мощью симметризации легко убедиться, что решение, существование ко­
торого мы доказали, принадлежит этому классу. В этом классе задача 
имеет единственное решение. Оно дает абсолютный минимум функциона­
лу (3). Это доказывается методом перехода к функционалу с постоянной 
областью интегрирования, принадлежащим Фридрихсу (8). Последнее ут­
верждение позволяет установить, что при % > а и 7? > а задача А не имеет 
решений в указанном классе.

Авторы пользуются случаем поблагодарить И. И. Данилюка, беседы 
с которым сыграли большую роль при изучении данной задачи, и В. С. Те­
на за ценные обсуждения.
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