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Здесь излагается полная классификация асимптотических линий на 
замкнутых линейных поверхностях f трехмерного проективного простран­
ства Р3. Эта задача тесно связана с теорией проективных преобразований 
на прямой и с топологией поверхности f. Главная роль принадлежит тео­
реме 1, которая доказывается элементарными средствамп проективной гео­
метрии.

1. Из дифференциальной геометрии известна следующая теорема: пусть 
имеем линейчатую (пе обязательно замкнутую) поверхность f и четыре 
криволинейные асимптотические линии а' <= /. Тогда если f не развертыва­
ется, то сложное отношение четырех точек А' = а’ П Z не зависит от поло­
жения образующей (прямой) I на линейчатой поверхности (см. (*), 
стр. 158). Если теперь взять две произвольные образующие прямые I и т, 
то в силу этой теоремы на этих прямых возникает соответствие X: х у, 
где а П I, у = а П ш. а — произвольная асимптотическая линия <= f и X со­
храняет сложное отношение. Следовательно, в силу известной (из элемен­
тарной проективной геометрии) теоремы, X есть проективпое соответствие.

Таким образом, с каждой поверхностью f автоматически связывается 
некоторое проективное соответствие X, которое называется внутрен­
ним соответствием.

Теперь предположим, что поверхность / замыкается, т. е. образующая 
прямая I после некоторого движения возвращается в исходное положение 
(подобно однополостному гиперболоиду). Тогда уже на каждой прямой I 
возникает проективное преобразование, индуцированное соответствием X. 
Это преобразование мы обозначаем той же буквой X и называем внут­
ренним проективным преобразованием поверхности/. 
Заметим, что на однополостном гиперболоиде X есть тождество.

2. Из проективной геометрии известно, что на действительной проек­
тивной прямой возникают пять классов проективных преобразований (см.,
например, (2)):

I II III IV V
Тождество Эллиптическое Параболическое Гиперболическое

прямого типа обратного типа
ос 0 1 2 2

где 0, 1, 2, °° есть число двойных точек преобразования. Важно то, что пре­
образования классов I — IV являются преобразованиями прямого типа и 
только V класс принадлежит обратному типу.

Ниоткуда не видно, что внутренние преобразования различных замкну­
тых поверхностей / исчерпывают все классы проективных преобразований. 
Поэтому доказывается

Теорема 1. Пусть имеем прямую I и произвольное проективное преоб­
разование Т на этой прямой.

Тогда с большим произволом можно построить замкнутую линейчатую 
поверхность f, которая проходит через I и внутреннее преобразование кото­
рой совпадает с преобразованием X.
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3. Замкнутая поверхность f может иметь такие точки, окрестности кото­
рых негомеоморфны кругу. В этом пункте мы исключаем из рассмотрения 
такие поверхности и, следовательно, будем полагать, что / является дву­
мерным многообразием (конечно, дифференцируемым). Доказывается

Т е о р е м а 2. Если замкнутая линейчатая поверхность f является мно­
гообразием, то она гомеоморфна либо тору, либо бутылке Клейна. Причем 
j гомеоморфна тору тогда и только тогда, когда ее внутреннее проективное 
преобразование 'К является преобразованием прямого типа.

Наоборот, f гомеоморфна бутылке Клейна тогда и только тогда, когда "К 
является преобразованием обратного типа.

Справедливость первого утверждения теоремы следует из того, что по­
верхность / на себя допускает непрерывное векторное поле (даже два та­
ких поля). Для этого необходимо и достаточно обращение в нуль эйлеро­
вой характеристики. Но последнее требование справедливо только для тора 
и бутылки Клейна (см., например, (4)).

Справедливость второго утверждения теоремы следует из следующего 
рассуждения. Пусть преобразование к принадлежит обратному типу. Тогда 
Л имеет две неподвижные точки А и В на любой образующей прямой I по­
верхности /. Когда прямая I обегает всю поверхность / и возвращается в 
исходное положение, точки А и В описывают две замкнутые асимптоти­
ческие линии а и р. Но поскольку А, имеет обратный тип, то х и Хх, где 
х е I, разделяют пару АВ. А последнее означает, что точка х после полного 
оборота из одной стороны линии а (или р) переходит в другую сторону; 
т. е. а и р являются «однобережными» линиями. Но такие линии харак­
терны только для пеорпентируемых поверхностей, а в данном случае толь­
ко для бутылки Клейна. Точно так же можно убедиться, что на поверхно­
стях f, гомеоморфных бутылке Клейиа, внутреннее преобразование не мо­
жет быть прямого типа. Все эти утверждения становятся очевидными на 
квадратных моделях тора и бутылки Клейна. В этих рассуждениях надо 
учесть, что две криволинейные асимптотические линии нигде не пересека­
ются и каждая из них однократно или неоднократно пересекает все прямо­
линейные образующие поверхности /. Здесь уже видно, что поведение 
асимптотических линий на f «в целом» находится в полной зависимости от 
проективного преобразования А. Эта зависимость в полной мере раскрыва­
ется в п. 4.

4. Для упрощения примем следующую терминологию. Если асимптоти­
ческая линия а г раз обегает всю поверхность f (т. о. каждую прямоли­
нейную образующую она пересекает г раз) и после чего замыкается, то 
ома называется г-ц и к л о м. Мы скоро увидим, что если одна асимптоти­
ческая является r-циклом (г> 1), то все асимптотические являются г-цпк- 
лами. При этом 1-циклы составляют исключение. Но они обладают другими 
свойствами, которыми уже пе обладают r-циклы: 1-цпкл называется п р е- 
д е л ь н ы м циклом, если все незамкнутые асимптотические линии стре­
мятся к нему, делая вокруг пего бесконечное число поворотов. Этот термин 
заимствован из теории дифференциальных уравнений (см., например, (5)). 
Поскольку асимптотические линии на линейчатых поверхностях / опреде­
ляются дифференциальным уравнением Рпкати (см. (4), стр. 157), то 
1-циклы являются предельными циклами для этого уравнения, рассмотрен­
ного на торе или на бутылке Клейна. Поведение интегральных (а в нашем 
случае асимптотических) линий «в целом» называется также топологией 
интегральных линий данного дифференциального уравнения.

Все теоремы этого пункта описывают топологию асимптотических ли­
ний на замкнутых линейчатых поверхностях /.

Из элементарной проективной геометрии известно, что если на прямой 
существует одна точка х, для которой }Jx — х, где г > 1, то аналогичное со­
отношение верно для любой точки этой прямой. Такое преобразование на­
зывается г-ц и к л и ч н ы м. Существуют только два класса проективные 
преобразований, которые содержат г-цикличные преобразования. Это эл 
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липтический класс (г может быть любым натуральным числом, r> 1) и 
класс обратного типа (г = 2). Известно также, что если X оставляет три 
точки неподвижными, то X = 1.

В топологии асимптотических линий этим результатам соответствуют 
следующие утверждения.

Т е ор е м а 3. Если одна из асимптотических линий является г-циклом 
(г > 1), то все асимптотические линии являются r-циклами. Из этого сле­
дует, что только {-циклы могут быть предельными циклами. Если г> 2, то 
поверхность / обязательно ориентирована. Если г — 2, то поверхность f мо­
жет быть как ориентированной, так и неориентированной.

Теорема 4. Если три асимптотические линии являются i-циклами, то 
все асимптотические являются {-циклами {например, однополостный ги­
перболоид). Если существует не больше двух асимптотических {-циклов и 
X нециклично, то они одновременно являются предельными циклами.

Из элементарной проективной геометрии известно, что при эллипти­
ческом нециклическом преобразовании последовательность точек 
.... 7~тх,..., 7г'х, х, Хх,..., 7Jx,... всюду плотно покрывает прямую (х — 
произвольная точка прямой). В топологии этому результату соответствует

Теорема 5. Если внутреннее проективное преобразование поверхно­
сти / принадлежит эллиптическому нецикличному типу, то f обязательно 
ориентируема и каждая асимптотическая линия всюду плотно покрывает 
поверхность /. Последнее означает, что если взять произвольную точку 
М е /, то в любой окрестности этой точки существуют точки, принадлежа­
щие данной асимптотической линии.

Из элементарной проективной геометрии известно, что параболическое 
преобразование 7. не может быть циклическим. Если А является (единст­
венной) неподвижной точкой этого преобразования, то последовательность 
точек . . . , 7.~гх,.. . , 7м’.т, а, %х,.. ., 77х,... на прямой с обеих сторон при­
ближается к точке А (т. е. А является предельной точкой для этой после­
довательности) . В топологии этому факту отвечает

Теорема 6. Если внутреннее проективное преобразование поверхно­
сти j параболическое, то f ориентируема. Существует единственная асимп­
тотическая линия, которая является и {-циклом и предельным циклом. Ос­
тальные асимптотические линии являются открытыми линиями, которые 
своими двумя концами стремятся к предельному циклу.

Из проективной геометрии известно, что гиперболическое преобразова­
ние прямого типа на прямой не может быть циклическим. Оно имеет две 
неподвижные точки А и В. Все точки каждой последовательности 
... , 7~гх,. .., Х~‘а:, х, Ха:, ..., Хгж,... принадлежат отрезку АхВ. Точки А 
и В являются предельными точками этой последовательности. Этому факту 
в топологии отвечает

Теорема 7. Если внутреннее проективное преобразование поверхно­
сти / гиперболическое и принадлежит прямому типу, то f ориентируема. 
Существуют две асимптотические линии, которые одновременно являются 
и {-циклами, и предельными циклами. Остальные асимптотические линии 
являются открытыми линиями, которые одним своим концом стремятся 
к одному предельному циклу, другим концом — к другому.

Из элементарной проективной геометрии известно, что гиперболическое 
преобразование 7. обратного типа на прямой может быть либо нециклич­
ным, либо только 2-цикличным (пли, что то же самое, инволюционным). 
Оно всегда имеет две неподвижные точки А и В. Если существует одна 
точка х, для которой Хгх = ж, то X 2-циклично. Всегда две точки х и 7.x 
разделяют точки А и В. Если X не 2-циклично, то последовательность то­
чек ... , 7~гх,..., Х_1ж, х, Тле,... , ТСх,... стремится к двум предельным 
точкам АтлВ. Этим результатам в топологии отвечает

Теорема 8. Если внутреннее проективное преобразование X поверхно­
сти / гиперболическое и принадлежит обратному типу, то / неориентируе- 
ма. Существуют две асимптотические линии, каждая из которых одновре­
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менно является и 1-циклом, и предельным циклом. Если X не 2-циклично, 
то каждая другая асимптотическая линия открыта. Она своим одним, кон­
цом стремится к одному предельному циклу, другим концом + к другому. 
Когда Л. 2-циклично (другая цикличность исключена), то 1-циклы уже не 
являются предельными циклами. Если существует одна асимптотическая 
линия, которая является 2-циклом, то все асимптотические (кроме двух 
1-циклов) являются 2-циклами.

5. Можно формулировать несколько десятков таких теорем. Здесь мы 
хотим подчеркнуть то обстоятельство, что каждая теорема элементарной 
проективной геометрии находит свое отражение в топологии асимптотиче­
ских лилий и топологии самой поверхности /.

Эта работа стала темой моего доклада на семинаре Института матема­
тики Академии наук АрмССР.

Ереванский политехнический институт Поступило
им. К. Маркса 16 111972
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