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В настоящей заметке мы будем следовать определениям и обозначениям 
работы Ю. И. Любича (*). Исследованию поведения траекторий бесконеч­
ной популяции при условии панмиксии и отсутствии мутаций, миграции 
и отбора был посвящен ряд работ. Теорема о сходимости для гаплоидных 
популяций гамет (а следовательно, и диплоидных популяций зигот) была 
впервые получена X. Гейрингер в (2). О. Райерсол (3) предложил для опи­
сания эволюции специальный метод дифференциальных операторов, кото­
рый он применил к доказательству теоремы о сходимости траекторий для 
любого числа локусов, жестко сцепленных с половой Х-хромосомой. Траек­
тория для одного локуса, частично сцепленного с полем, была исследована 
О. Кемптхорном в (4).

Метод дифференциальных операторов был развит Ю. И. Любичем в (*), 
и были получены, в частности, дальнейшие результаты о поведении траек­
торий аутосомных (неполиплоидных) популяций. В настоящей заметке эти 
результаты распространяются на общие диплоидные генетические системы 
с половой дифференциацией, включая частичное сцепление с полом. Чис­
ло локусов с тем или иным типом полового сцепления может быть любым, 
число аллелей в каждом локусе произвольно. Для этого класса систем нами 
получена теорема о сходимости траекторий при панмиксии и отсутствии от­
бора (мутации, однако, допускаются), описано множество равновесных со­
стояний и вычислены предельные состояния траекторий через начальные. 
Далее, получены явные выражения для эволюционных корней и на этой 
основе исследована скорость сходимости к равновесию. В заключение мы 
выписываем явную формулу эволюции в линейном приближении по мерам 
неравновесности. Полную формулу мы не приводим ввиду ее чрезвычайной 
громоздкости.

Множество локусов L = {1, 2,.. ., 1} разобьем на подмножества сле­
дующим образом: в множество Lx входят локусы представленные только в 
Х-хромосоме; в множество LY — локусы, представленные только в У-хромо,- 
соме; в множество LXy — локусы, представленные в обеих половых хромосо­
мах; в множество ЬА — локусы аутосом. Положим

Л, = Lx U LXy U La, Lm = Ly U Lxy U LA-

Пусть mt + 2 — число аллелей в i-м локусе. Обозначим через ак, i = 
= 1, 2,. . ., I; k = 1, 2,..., rrii, /с-й ген i-ro локуса. Определим женские и 
мужские гаметы как мономы, имеющие соответственно вид

Sf = Ц ak., Sm = П ak,’
i<=Lf i^Lm

Множества женских и мужских гамет обозначим Г, и Г,„ соответствен­
но. Через ЭГ и обозначим вещественные линейные пространства с бази­
сами Г/ и Г,„, а через щ и о,„ — стандартные симплексы этих пространств. 
Состояние рассматриваемой популяции будем отождествлять с элементами 
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G множества ст, X af X от, которое содержится в линейном пространстве 
9i = X 91/ X Каждое состояние популяции G есть набор (G(l), G(2), 
G(3)) состояний различных частей популяции: G(l) — состояние женских 
гамет материнского происхождения, G (2) — состояние женских гамет от­
цовского происхождения, G(3) — состояние мужских гамет.

Кроссинговеры в раздельнополой системе описываются двумя распреде­
лениями сцепления: $/(L) и $m(L), заданными на множествах L} и Л,„ 
соответственно. Отметим, что распределение сцепления (Л) не симмет­
рично, т. е. вероятности рт(и.| к) и pm(p|u), вообще говоря, не равны.

Определим в пространстве 9? умножение GX Н = Е по формулам

Е (1) = 3 4 Pf I^D-G W D-H <2> + DuH <2) D”G 
и I V

Е(2) = 2 Pm ('г I DuG (1) DvDLyH (3), (1)
и I V

А(3) = 2 Pm{u\v}DuH (3)DvDLxG(V).
u|b

Обозначим полученную алгебру через 91 (L; ф/(L), 9Jm (L)). Исполь­
зуя (1), можно записать уравнение эволюции без учета мутаций в виде

Gn+1 = GnXG„. (2)

Мутации в случае одного локуса описываются стохастической по 
столбцам матрицей переходов М = || щ/||, где д.,/— вероятность перехода 
у-го гена в z-й. Предположим, что мутации в каждом локусе происходят 
независимо от остальных. В этом случае их можно описать матрицей

М = ® Mj,
j=i

где Mj — матрица мутаций в у'-м локусе, символ ® означает тензорное (кро- 
некеровское) произведение. Уравнение эволюции с учетом мутации имеет 
вид

Gn+i = M(Gn X Gn), (3)

где {С-} — траектория популяции С учетом мутации. Обозначим через 
(К) и Ф -(А'1 индуцированные распределения сцепления на множествах 

локусов К; и К - соответственно.
Лемма 1. Оператор DK является гомоморфизмом алгебры 9l(L; $/(L), 

$m(L)) в алгебру 51 (А; ф;(А). $т(А)).
Лемма 2. Линейный оператор М является гомоморфизмом алгебры 

9((£;g3/(A),S₽m(L)).
Теорема 1. Если матрицы М-. / = 1, 2,..., I, не имеют собственных 

значений с модулем единица, отличных от К = 1, то все траектории схо­
дятся.

Теорема 2. Для того чтобы состояние G было равновесным, необходи­
мо и достаточно, чтобы оно имело вид

G(1) = G (2) = М°° П Н{, G (3) = IIя П Ei,
ieL. i=Lj m

где Hi — произвольное состояние i-го локуса.
Следствие. Траектория, определенная начальным состоянием Go, 

сходится к равновесному состоянию G^ :

Gx (1) = Gx (2) = М°° П (4 W + 4- T}fio ® +
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Перейдем теперь к описанию эволюционного спектра в системе Lt. Ана­
логичные формулы для системы Lm мы приводить не будем. Обозначим че­
рез Qo(L) матрицу

- о \

О рт(Ф\Ь) Г

0 Рт^\ФИ

а через Qi (L) матрицу
/ Р, (Ь)

<?i(A) = 2

* Квадратные скобки означают целую часть числа.

3 Доклады АН, т. 209, Л' 2

\Рт UH0)

С каждой подсистемой К с L свяжем некоторую часть спектра матриц 
Qo(K) или Qi(K). Именно, если Кх = Кг = ф, то обозначим через па(К). 
а С 3, собственные значения матрицы Qo(K) отличные от 0 и 1. Если Кх U 
U Кг ф, то обозначим через л“(А), а < 2, собственные значения матри­
цы Qt(K), отличные от 0 и 1. Будем считать, что во всех случаях 
л1 (К) == max л“ (К).

а
Будем рассматривать всевозможные разбиения |... | всевозможных 

подсистем К с Lf, удовлетворяющие условию | К | > 1, i = 1, 2, . .., /, при­
чем равенство |ЛД =1 разрешается лишь тогда, когда Ki^Lxx- Такие 
разбиения будем называть допустимыми. С допустимым разбиением Ki |.. . 
... | Kj свяжем множество всевозможных наборов {ла«(А()}?=1. Каждый 
такой набор определяется некоторым набором индексов а = кото­
рый мы будем также называть допустимым. Для упрощения записи поло­
жим л“(А;) — л“>(А;), а = {а,}£=1.

Теорема 3. Эволюционный спектр в системе К состоит из значений 
а) = (---- Цла(А{), = 1, (4)

где Ki |. . . | Kj — любое допустимое разбиение, a — любой допустимый набор 
индексов, v < | Lx \ U К |.

Скорость сходимости к равновесию характеризуется коэффициентом 
стабилизации х. Для общего распределения сцепления верна следующая

Теорема 4. Коэффициент стабилизации равен

х = шах л1 (А), (5)

где максимум берется по всем К, для которых | А| =2, если К Ф LXY U Lx, 
и | К | 2, если К С— Lx U LXY•

Используя (5), можно получить оценку для коэффициента стабилиза­
ции, зависящую только от числа локусов.

Т е о р е м а 5. Имеет место неравенство *
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Выпишем теперь линейное приближение траектории в системе Lf. При 
этом удобно вести отсчет от поколения G2. Обозначим через Eq (G2) меры 
неравновесности первой степени:

Eq (G2) = (DqG2 (s) - SqGoo (s)) DqG~ (s).

Через AsQ(i, a, s) обозначим решения следующей системы уравнений:

^Al (I, a, .S) = ( — 1)1K^Q|6S. ь

Л(а,г) = 0,

где Q(K) = если Kft Lx = ф, и Q(K)=Qi(K), если КПЬх^ф;
AKQ(a, sj = {AKQ(i, a, s)}j.

Теорема 6. Траектория, линеаризованная по мерам неравновесности 
первой степени, имеет вид

Gn (i) ж Goo (i) +

+(- 4Т2 2 £Ж) + s [*°(я)г2 [ s А* «.s) ^q(g2)1 . fer-;f.Oh=l К,a QcK
Автор выражает благодарность Ю. И. Любичу за руководство работой.
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