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К. Нагами (*)  построил пример нормального пространства Z, для кото­
рого верны равенства *:

* ind — пндуктивпая малая размерность, определяемая по границам окрестно­
стей точек, dim — размерпость, определяемая через конечные открытые покрытия, 
Ind — большая индуктивная размерность, определяемая по границам окрестностей 
замкнутых множеств.

** Отображение / пространства У на пространство X называется почти откры­
тым в точке у е У, если для любой окрестности О точки у имеется такая окрест­
ность Ге О этой точки, что множество /(Г) является окрестностью точки /(у).

ind Z = 0, dim Z = 1, Ind Z = 2.

В данной заметке доказано, что для любых трех чисел I, m, п (га Z, 
га гаг и гаг ¥= 0) существует нормальное пространство П(£, гаг, га), для кото­
рого верны равенства

ind П (Z, гаг, га) = I, dim П (Z, гаг, га) = гаг, Ind П (Z, гаг, га) = га.

1. Определение!. Пространство X назовем связным относи­
тельно пары н е п е р е с е к а ю щ и х с я замкнутых множеств 
Fi и F2, если их нельзя отделить в X пустым множеством.

Лемма 1. Нормальное пространство X имеет IndX > 1 тогда и только 
тогда, когда существует пара замкнутых подмножеств Ft и F2(Fi A F2 = ф), 
относительно которых X связно.

Лемма 2. Пусть Xt — подпространство пространства X, аХ2 — подмно­
жество Xt, связное относительно пары замкнутых в нем множеств Fi и F2 
(Fi(]F2 = ^>). Пусть G — такое открытое множество пространства X, что 
Gf\X2^,FiCGuF2<=X2\G.

Тогда выполняется одно из следующих условий-.
1) существует такое множество U, открытое в Хь что U П Х2 ф и 

U с: Гр G = G — G, или
2) 'gTTX л X7\G ПХ2^ф. _____
Д о к а з а т е ль с тв о. Пусть U = Z< \ (G Л X, U Xt \ С). Тогда множе­

ство U открыто в Xt и U с Гр G. Если Z7 Л X, = ф и G Л Л X, \ G Л Х2 = 
= Ф, то Х2 не связно относительно Fi и F2 (Р\ Л F2 = Ф}, так как G Л X, Л 
Л Х2 = F^ а X, \ G А Х2 = F2. Пришли к противоречию.

2. Пусть X и Z паракомпактны. Обозначим через УДХ, Z) пространст­
во, получаемое из топологического произведения X X Z следующим обра­
зом: окрестности точек множества х X Z оставляем прежними, а все точки 
пространства X X Z, не входящие в это множество, объявляем открытыми. 
Отметим, что пространство Yx(X, Z) паракомпактно. Проектирование Д 
пространства Ух(Х, Z) на пространство X является почти открытым**  ото­
бражением в каждой точке множества хХ Z. Далее, Ind Yx(X, Z) = Ind Z, 
dim Ух(Х, Z) = dim Z и ind Yx(X, Z) = ind Z.

3. Предложение 1. Пусть P — паракомпактное пространство, Sc 
<= P — замкнутое множество, и пусть для каждой окрестности U множества 
S найдется всегда открыто-замкнутая окрестность V cz U.
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Пусть Ind S = m^Q, и пусть для каждого замкнутого Q ^Р,непересе­
кающего S, Ind Q X п. Пусть, далее, существует такое непрерывное отобра­
жение <р пространства Р на S, что <р (z) = х для х е S.

Тогда Ind Р X m + п.
Предложение 1 является переформулировкой теоремы 1.3 П. Вопенкп 

(2) для паракомпактных пространств.
4. Пусть X и Z паракомпактны. Пусть мощность пространства X и мощ­

ность его базы G = {Ла}, а е Q, пе превосходят т, где т — регулярное кар­
динальное число. Возьмем дискретное множество N точек мощности не 
меньшей т, причем каждой точке х е X в соответствие поставлено подмно­
жество АД точек, равномощное множеству N и NXI П Л\, = ф при х, ¥= х2. 
Каждому числу п s N в соответствие поставим пространство Yn(X, Z) = 
= Yx(X, Z), если п = hxse Nx и дискретное пространство Yn(X, Z), непре­
рывно отображающееся на X для п s N \ U Х,:. Обозначим через /п есте- 

ственное отображение Yn(X, Z) на X.
Определим пространство П(Х, У„(Х, Z),N) = П на дискретной сум­

ме X и {У,,(Х, Z) ,п е N} следующим образом:
1) все УП(Х, Z) полагаются открыто-замкнутыми,
2) окрестностями точек х е X считаем множества О U {/„“*(О), п N\ 

\ К}, где О — окрестность точки х в X, а К — произвольное конечное под­
множество множества N.

Замечание 1. Если для любой точки реП положить <р(р) = х при 
р = х е X илп р = (х, z) принадлежащей одному из Yn(X, Z), то легко про­
веряется, что ф является непрерывным отображением пространства П на X.

Предложение 2. Пространство П(Х, УП(Х, Z), N) = П является 
паракомпактом.

Доказательство. Вначале заметим, что пространство П является 
хаусдорфовым. Пусть теперь и- = {GJ. е В,— произвольное открытое no­
li рытое пространства П. Для каждой точкп х X возьмем окрестность Ox U 
U {/_1 (Oz), re е А7 \ ХД, вписанную в некоторый элемент покрытия w. 
В открытое покрытие {Ох} пространства X впишем локально-конечное по­
крытие {Тф}, услС. Тогда система открытых в пространстве П множеств 
Гу = 7Д U {/„~'(FT), гее N \ IQ, — С. где х — какая-нибудь такая точка 
пространства X, что УД <= Ох, локально конечна. Множество П \ Д Гу = F 

ysC 
замкнуто в П. Обозначим Fn = F Л У„(Х, Z). Ясно, что для re = пх е Nx 
множество (ж X Z) пх либо лежит в Fnx, либо с ним не пересекается. Возь­
мем произвольное множество Гт. Тогда множество Г.,. Л F.x или равно мно­
жеству (х X Z)nx или пусто, причем если выполняется первая возможность, 
то х е Гр УД. Множество этих точек х дискретно в X, поэтому, так как X — 
паракомпакт, можно взять такие окрестности О'х для каждой указанной 
точки х, что они попарно не пересекаются и образуют локально конечную 
систему множеств в X. Теперь вместо множества Г-. возьмем открытое мно­
жество 1\ = Гу \ ( U (fr^.tP’x} П Fn \\, -где Fnx Л 1Д = х X Z. Полученная 

пх Х 1
система открытых множеств {Г?7}, у е С, также локально конечна в П, а 
УП(Х, Z) \ U Г,/— открыто-замкнутое подмножество для любого n^N, 

ysc
являющееся паракомпактом. Поэтому систему открытых множеств {Гу7} 
можно дополнить до открытого локально конечного покрытия всего прост­
ранства П, вписанного в покрытие w.

Замечание 2. Из доказательства предложения 2 следует, что для лю­
бой окрестности U пространства X в П существует открыто-замкнутая ок­
рестность V пространства X такая, что V с U.

Предложение 3. Пусть U и V — открытые в П множества и U Л X Л 
Л V Л X = ф. Тогда U Л V содержит часть, гомеоморфную пространству Z.

Это предложение доказывается почти так же, как теорема 2.4 в статье 
С).
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П р е д л ожение 4. Для пространства П выполняются следующие со­
отношения:

dim П = max (dim X, dim Z),
Ind П IndX + IndZ.

Первое соотношение следует из теоремы Даукера (3). Второе соотноше­
ние следует из и. 2, предложения 1, замечаний 1 и 2.

5. Теорема 1. Если пространство X паракомпактно с dim X > 0. то 
существует паракомпакт П => X, обладающий следующими свойствами:

1) dim П = dim X;
2) Indn^3IndX;
3) существует такое замкнутое множество F в П и окрестность U этого 

множества в П, что любая окрестность G сл U этого множества содержит в 
своей границе замкнутое подмножество, гомеоморфное пространству X.

Доказательство. Возьмем пространство П' = П (X, /и, Уп(х,г), 
X). По предложению 2, это пространство паракомпактно. Из предложе­
ния 4 имеем

dinin' = dimX, Ind П' С IndX + IndX = 2IndX.
Теперь возьмем пространство

п = п(п; /,,, у7„(п; х),м).
Оно также паракомпактно и

dimX = dimn, Ind П "'4 IndГГ + IndX С 3IndX.

Так как dim X > 0, то и Ind X > 0. Следовательно, существуют два за­
мкнутых множества F и Ф в X(F П Ф = ф), относительно которых X свяен 
но. Пусть теперь U — такая окрестность множества F в II, что Ф X \ U 
и G cz U — произвольная окрестность множества F. Тогда, по лемме 2 
(Х2 = X, Xi = П', X = П), могут выполняться два условия:

1) существует такое открытое в 1Т множество FJ, что Т’ 0 Хг^фиУ’ с 
<= Гр G, или

2) G Л П' П II' \ G Л X ф.
Если выполняется условие 1), то такое окрытое множество содержит ко­

пию X; если выполняется условие 2), то, по предложению 3, Т Л П \F 
содержит копию пространства X. Но так как F Л II \ Гр У, то это и до­
казывает теорему.

6. Т е о р е м а 2. Пусть теперь п — произвольное натуральное число. Су­
ществует паракомпакт X такой, что

indX = 0, dimX = l, IndX = n.
Доказательство. Пусть Р — пример Р. Роя (5). Пространство Р ме- 

тризуемое и
indP = 0, dimP = IndP = 1.

Более того, каждое открытое множество этого пространства содержит го­
меоморфный образ всего пространства. Поэтому, как следует из леммы 2 
и предложения 3, для пространства П = П(Р, Y„ (Р, Р), U) выполняет­
ся равенство Ind П = 2.

Из предложения 4 следует, что dim II = 1. Легко показать, что ind П = 
= 0.

Предположим теперь, что для п^ 2 существует такой паракомпакт 
П (0, 1, п), что Ind П (0, 1, п) = п, dim П (0, 1, n) = 1, ind П (0, 1, п) = 0. 
Тогда, по теореме 1, существует такой паракомпакт Y, содержащий прост­
ранство П (0, 1, п), что

dim Y = dim П (0, 1, п) = 1, Ind Y > Ind П (0, 1, п) = п,

и Ind У < 3 Ind П (0, 1, п). Так как ind П (0, 1, п) = 0, то можно считать и 
ind У = 0.
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По определению большой индуктивной размерности, в паракомпакте Y 
для любого натурального числа т (п < т С Ind У) можно взять такое за­
мкнутое подмножество Ф, что IndO = т > 0 и потому dimO Зл 1. Очевид­
но, ind Ф = 0.

Теорема 2 доказана.
7. Т е о р е м а 3. Для любых чисел т^п существует такое нормальное 

пространство X, что

ind X = 0, dim X = m, Ind X = п.

Доказательство. Ю. М. Смирнов (4) построил пример нормального 
пространства У с ind У = 0, dim У = Ind У = m для любого целого тп > 0. 
Поэтому достаточно взять дискретное объединение этого пространства У 
и пространства П(0, 1, га). Будем обозначать это пространство через 
П (0, /га, га).

8. Пространства П (Z, гаг, га), указанные во введении, строятся следую­
щим образом: если Z гаг, то возьмем дискретное объединение /-мерного 
куба I1 и пространства П(0, гаг, га); если I > гаг, но I га, то возьмем дискрет­
ное объединение бикомпакта У с dim У = /га, ind У = I (см. (2)) и простран­
ства П(0, 1, га). В этом случае пространство П(Z, гаг, га) является параком­
пактом.

Поступило
3 V 1972

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 К. Nagami, J. Math. Soc. Japan, 18, 158 (1966). 2 П. В о псп к a, Czechoslov.
Math. J., 8. 319 (1958). 3 С. H. Dowker, Quart. J. Math. Oxford, Ser. 6, 101 (1955).
4 IO. M. Смирнов, ДАН, 123, 40 (1958). 5 P. Roy, Bull. Am. Math. Soc., 68,
609 (1962)

294


