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В п. 1 и 2 мы рассматриваем лишь метрические пространства, если не 
оговорено противное. Под размерностью ind (соответственно Ind) мы по­
нимаем малую индуктивную (соответственно большую индуктивную) 
трансфинитную размерность. Для пространств X и У, diam У < °°, через 
С (X, У) обозначим пространство всех непрерывных отображений /: 
X -> У с метрикой d(A,/2) = sup р(А(ж),/2(ж)), где р — метрика в У. За- 

метим, что пространство С (X, У) полно, если У полно.
1. Теорема 1. Пусть в пространстве X со счетной базой фиксиро­

вана счетная система замкнутых множеств С;, i = 1, 2,...
Тогда множество Чг таких гомеоморфизмов пространства X в гильбер­

тов куб 1а, что для каждого i выполняются равенства

a) Ind С) = Ind/(<ДХ б) ind С, = ind/(С,), 

содержит всюду плотное множество типа 6Д в пространстве С(Х, К).
В случае, когда размерности Ind Ct конечны, эта теорема была дока­

зана Гуревичем (*)•

* Множеством Р(У) мы называем такое замкнутое подмпожество пространства 
Z, что Z\ P(Z) есть объединение всех открытых копечномерных подмножеств в Z 
(14). По теореме Скляренко (3) P(Z)—компакт, если Z S-слабо бесконечномерно.

Следствие 1. Для любого пространства X со счетной базой, имею­
щего размерность Ind X, существует компактификация сХ такая, что

Ind сХ = Ind X, ind сХ = ind X.

Лемма 1. Пусть в пространстве X фиксированы два замкнутых мно­
жества А и В иС = А дВ.

Тогда множество Ф отображений / пространства X в компакт Z таких, 
что

7й) лТсв) =7(с),
имеет тип Gt, в пространстве С (X, У).

Лемма 2. Если в лемме 1 У = 7“, то множество Ф всюду плотно 
вС(Х, Z).

Лемма 3. Для любого пространства У, имеющего трансфинитную 
размерность Indy, справедливы следующие утверждения-.

а) Ind У :У га тогда и только тогда, когда для любых дизъюнктных 
замкнутых множеств F и G, FDG^P(Z) * существует разделяющая их 
в Z перегородка С размерности Ind С < а;

б) indy< р тогда и только тогда, когда для любой точки р и замкну­
того множества F$ р, {р} UFsP(y), существует разделяющая их в У пе­
регородка С размерности ind С < р (с/. р ®0) •

Следствие 2. Если X—пространство, имеющее трансфинитную 
размерность IndX, и Y — его S-слабо бесконечномерное подмножество (4), 
то Ind У 'У Ind X.
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Лемма 4. Пусть Ind А = a, indX=p (а со») и = {LV:
•у е Г}, i = 0, 1,— две такие системы открытых в X множеств, что для 
всех у е Г имеем:

1) IndFrC7®<a,
2) indFrt7y<p,
3) образует большую базу Р(Х) в X*,  а X образует базу Р(Х) ** 

вХ.

* Это означает, что для любых замкнутых дизъюнктных множеств F и G, ле­
жащих в P(Z), существует U/ такое, что F с U/ с: X\G.

** Базой множества А мы называем фундаментальную систему окрестностей 
в точках А.

Тогда, если f— отображение пространства X в компакт Z, являющееся 
гомеоморфизмом на Р{Х) и удовлетворяющее условиям:

4) Ind Fr / (/7®) = Ind Fr U\ ,

5) ind Fr / (U\) = ind Fr U\,

6) Fr/(f/y = / (Fr iPy), 1=0,1,
i) t(p(x)) =p(fm,

to a) Ind f(X) = Ind X, 6) ind / (X) = ind X.
Теорема 2. Пусть X есть пространство веса т и {С,}, i = 1, 2,...,— 

счетная система замкнутых множеств.
Тогда множество Чг таких равномерно-нульмерных отображений / про­

странства X в гильбертов куб что для каждого I выполняются условия:
а) Ind С{ = Ind/(С),
б) ind C; = ind /(С4),
в) ограничение f на P (Ci) есть гомеоморфизм,

содержит всюду плотное множество типа Gt, в пространстве С(Х,1Ш).
Если отказаться от требования ind С4 А <н02 для некоторых i, то утверж­

дение теоремы 2 останется верным, если выбросить равенство б) для этих I.
Эта теорема опирается на следующее утверждение.
Лемма 5. Если в пространстве X дана счетная система замкнутых 

множеств Ci, i = 1, 2,..., конечной размерности, то множество R равно­
мерно-нульмерных отображений f: X = 1Ы таких, что Ind С,-= Ind/(С,) 
для всех I =1, 2, . . . содержит всюду плотное множество типа Gt, в про­
странстве С(Х, Н).

Следствие 3. Для пространства X, имеющего размерность IndX и 
ind А Да сод. существует бикомпактное расширение ЪХ того же веса, что и 
X, причем выполняются равенства:

a) Ind ЬХ = Ind X, б) ind ЬХ = ind X.

Если не требовать, чтобы indX^co02, то выполняется только усло­
вие а).

Заметим, что требование ind X > <оо2 нельзя отбросить, как показывает 
пример Роя (5) ■

Утверждение а) следствия 3 было независимо получено Б. А. Пасын­
ковым для произвольных нормальных пространств (s).

Теорема 3. Пусть в пространстве X лежит пространство Y со счет­
ной базой, имеющее размерность ind Y.

Тогда в X существует такое множество G типа Gt,, что Y = G и ind G = 
= ind Y.

Это утверждение обобщает теорему Тумаркина (s).
Следствие 4. Любое пространство X со счетной базой имеет по­

полнение X размерности ind X = ind X.
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Теорема 4. Для любого пространства Y, имеющего размерность 
Ind Y и лежащего в пространстве X, существует такое множество G типа 
G>, Y<=G<=X, что IndG = Ind Y.

Если Y имеет счетную базу, то можно дополнительно потребовать, что­
бы ind G = ind Y,

Следствие 5. Любое пространство Y, имеющее размерность Ind У, 
допускает пополнение Y такое, что Ind Y = Ind У.

Если У имеет счетную базу, то можно потребовать, чтобы и ind У = 
= ind У.

Следующий пример показывает, что существование размерности Ind 
является существенным требованием в теореме 1 и следствии 1.

Пример полного пространства X со счетной базой, имеющего размер­
ность ind X = w0 и не содержащегося ии в каком компакте той же размер­
ности ind.

Заметим, что если ind У < w0 и У имеет счетную базу, то по теореме 
Гуревича (*)  существует компакт У^У с условием ind У = ind У.

Построение. Пусть Z есть дискретная сумма кубов 1п, п = 1, 2,... 
Выберем в каждом кубе 1п две точки ип и ип, лежащие на противополож-

ОС сс

ных (п—1)-мерных гранях. Положим U = U {ип} и V = J {у'1} . Тогда 
х =1 п~ ■

U и V — два таких замкнутых дизъюнктных множества, что любая пере­
городка С между ними имеет размерность ind С Y ю0. Возьмем счетное 
число экземпляров Zv, р = 1, 2,..., пространства Z. Множество в Zp, соот­
ветствующее множеству Z. мы будем обозначать через АР. В множе-

ОО

стве U Zp, взятом в топологии дискретного объединения пространств 
p=i

Zp, р = i, 2,..., произведем следующие отождествления: точку vpn скле­
им с точкой иР.щ для каждых натуральных п и р. Мы получим нрострап-

ОО

ство Х= U Zp, причем Zv Л Zp+1 = Ур = U„^i. Положим X = YU{6}, 
p=i k

где в точке 6 топологию задаем базисом G/i+1 = X \ J ZB, А: = 1, 2,..., 
р—1

а в точках X топология остается прежней. Поскольку Fr GKJri = и мно­
жество Vk счетно, имеем inda X 'С 1.

Пространство X, очевидно, полно, метризуемо, имеет счетную базу и 
indX=£ Wo. Докажем, что оно ле содержится пи в каком компакте размер­
ности «С Wo.

Доказательство. Допустим противное, тогда существует компакт 
У тл X и ind У У Wo. Отсюда и из теоремы суммы для конечномерных 
замкнутых множеств следует, что Ind У С w0. Рассмотрим окрестность Of 
в У точки б такую, что Оа Л Ui = ф. Тогда из условия Ind У 'С ы0 следует, 
что существуют окрестности Ж, 1 = 1, 2,..., точки б такие, что для всех i 

Ж- == Оь, Г. CZ Wi+i, ind Fr Ж; < Wo.
Поскольку множества Gk, k = 2, 3, 4,..., образуют базис в точке б, най­
дется такое натуральное т, что Gm<=Wt. Следовательно, множества Uk 
при k > т + 1 содержатсяв Ж.

Докажем, что U\ W2 состоит лишь из конечного числа точек. Дей­
ствительно, если и Д', итк-,...— бесконечная последовательность точек, не 
принадлежащая W2, то, поскольку “m+i ■.. с Ж+i сд W2, множество
РгЖ отделяет последовательность иг,р, и„ф2,... от последовательности 
Ж+1, Ж+1, • ■ • Следовательно, l-'r Н отделяет точки ит\ и Wm+i и 
indFrjY2>Aa—1, 1=1, 2,..., а так как lim к, = то ind Fr Ж w0, 

г-»сс
что противоречит нашему предположению.

Совершенно аналогично тому, как для случая I = т, докажем по ин­
дукции, что множество Ut \ Wm+2-i, I = 1,2, . . . , т, состоит лишь из ко­
нечного числа точек. Отсюда, полагая 1 = 1, получаем, что множество 
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tA\^+l конечно, но это противоречит тому, что ITm+I <= Оъ <= X \ Ut. 
Предположение о существовании компакта У => X с условием ind У <

©о привело нас к противоречию.
2. Определение. Топологическое свойство Р называется универ- 

сальным, если оно удовлетворяет следующим условиям:
1) в любом пространстве X веса т и мощности 2Т существует система 

подмножеств А = {Лт: ■у е Г} мощности 2х такая, что любое подмножест­
во В с X, обладающее свойством Р, содержится в множестве Ау, обладаю­
щем свойством Р; если же В не обладает свойством Р, то существует эле­
мент системы А, содержащий В и не обладающий свойством Р;

2) если dim У = 0, то X обладает свойством Р тогда и только тогда, 
когда X X У обладает этим свойством;

3) если Хи УcZ и X и Z обладают свойством Р, то и У обладает 
этим свойством.

Лемма 6. Следующие свойства являются универсальными-.
1) dimX = zz;
2) ind X = а;
3) X не является счетномерным-,
4) X S-силъно бесконечномерно;
5) Т(Х) =р;

здесь а, р — порядковые числа, п = 0, 1, 2,..., а Т (X) — инвариант, вве­
денный в работе (14).

Теорема 5. Допустим, что Р—универсальное свойство и X—про­
странство веса т и мощности 2х.

Тогда, если класс пространств веса обладающих свойством Р, не 
пуст, то существует пространство Z веса т со свойством Р, уплотняю­
щееся на X.

Следствие 6. Пусть порядковые числа а из свойства 2) леммы 6 и р 
из свойства 5) той же леммы удовлетворяют неравенствам

|а|^Хо, 1М<т.
Тогда для пространства X веса х и мощности 2х и для любого из 

свойств 1) — 5) леммы 6 существует пространство У с этим же свойст­
вом, уплотняющееся на X, причем вес Y т.

Для случая, когда т = и Р есть свойство dimX = ?z, утверждение 
следствия 6 было доказано Хилгерсом (s).

3. Теорема 6. Для любой тройки (а, т, п), где а — порядковое чис­
ло ~^п, х— мощность >с, а п—натуральное число и |а| =Ст, существуют 
бикомпакты Е^пт, i = 1, 2, веса s^x такие, что dimPlnr = п, ind£«nT = 
= Ind£ант

В случае, когда а есть натуральное число, утверждение теоремы 6 до­
казано Вопепкой (10).

Следствие 7. Универсальный бикомпакт Хп? для пространств X 
данного веса т и размерности dimX=Sin не имеет никакой трансфинитной 
размерности ind или Ind.

По поводу бикомпактов Х„т см. (“, 12).
В заключение автор выражает благодарность Б. Л. Пасынкову за со­

веты и интерес к работе.
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