
Доклады Академии наук СССР
1973. Том 209, № 2

МАТЕМАТИКАУДК 518:517.944/.947

С. Г. МИХЛИН 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АППРОКСИМАЦИИ
В ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНОМ МЕТОДЕ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 5 VI 1972)

В настоящей статье используются без оговорок обозначения и терми­
нология статьи (*).

I. Пусть CDg(i), 0 | q | s—1,— исходные функции, удовлетворяю­
щие тождествам (7) статьи (*), и ф/1д,(я:) = (о9(а:/h — j) —соответствую­
щие координатные функции вариационно-разностного метода. Справедли­
вы следующие

Утверждения, а) Пусть производные Da'ejq(t'), | <х| =s, терпят раз­
рывы только первого рода и только на плоскостях t( = 0, 1, 2; i = 1, 2,. .. 
. . ., m. Пусть и е= C(s) (й), и пусть удовлетворены краевые условия

D'!u | ga = 0, 0 У | у | s—1. (1)

Тогда на любом компакте А ей равномерно

Dauh (х) ----- > Dau {х), | а | = s, (2)

где
S—1

uh(x) = 2 S hlq]Dqu((j + 1)Z0epngj(ж), (3)

для точек х, лежащих на границах меньших кубов сетки, производная 
D^tfhg-Xx) заменяется ее предельным значением изнутри куба.

Ь) Если, кроме того, иеСь'м(й), 0<А,<1, то равномерно на любом 
компакте К ей

max | Dau (.г) - Dauh (.г) | = О (V), | а | = .?. (4)
xt=K

II. Результаты заметки (1), а также результаты п. 1 настоящей замет­
ки переносятся и на тот случай, когда условия (1) не удовлетворены. Что­
бы убедиться в этом, достаточно продолжить функцию и(х) на все проста 
ранство Ет с сохранением класса так, чтобы продолженная функция рав­
нялась нулю вне некоторого шара. Область й предполагается такой, что 
указанное продолжение выполнимо. Формула (3) должпа быть несколько 
видоизменена.

III. В пространстве Е2 рассмотрим круг радиуса единица с цептром в 
начале координат. Построим криволинейную сетку, проведя окружности 
г = jh,, у = 1, 2,..., 2nt, и лучи 0 = kh2, fc = 0, 1, . . ., 2и3 — 1; А = 
= 1/ (2щ), Е = л / (2и3). Здесь г, 0 — полярные координаты с центром 
в центре круга.

Пусть t — вещественная переменная и

Г t,
1.2 - i (5)

— исходная функция для одномерного дифференциального уравнения
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(6)

второго порядка. Пусть

фля (#) = С1)е (г / — /) СОо (0 / hl — к).

Система (6) полна в B^'dTT), где К—упомянутый выше круг.
Справедливы следующие оценки: если п|г=1=0 и и е С(2,х)(К), 

X > 0, то
IIи - uh Lyn = О (h), h2 = h[ h22; (7)

если u|r=1 =0, и e C(2) (К) и мы для простоты предположим, что величи­
ны hi и h2 одного порядка малости, то

II и — uh || w(i.) - 0{h у In (1 /Д)); (8)

здесь и = и (г, 0) и

щЛг, е) = 2 2 м((/ 4-1) ^i, (4+1)М?мИ-4
5=0 /г=0

IV. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго 
порядка

V/ + 7 W и = ? - (9)

Допустим, что ср е С[0, 1] П С(1) (0, 1), а коэффициент q измерим, ог­
раничен и неотрицателен. Пусть ф(0) =0 и ф (х) >0, х > 0, так что урав­
нение (9) вырождается в точке х = 0 и только в этой точке. Наконец, 
примем, что / е Li (0, 1).

Подробнее рассмотрим случай

Ф (г) = х'р D. 7. = const >0. р (х) р0 = const > 0.

Обозначим через -4? оператор, который действует по формуле 

(Ю)

(11)

и определен на функциях, удовлетворяющих следующим условиям: 
а) и(х) и ц(х)и'(х) непрерывны на полуинтервале (0, 1] и абсолютно 
непрерывны на любом сегменте [б, 1], 0 < б < 1; если 0 < 7. < 1, то функ­
ция и(х) непрерывна на сегменте [0. 1]; б) Аои е= £2(0, 1); в) если 
0 < 7. < 1, то u(0) =и(1) =0; г) если Л>1, то и(1) =0. Обозначим еще 
Аи= А<>и + qu. Известно (2), что оператор Ао положительно определен­
ный в Л2(0, 1), если 0 < 7. V 2, и только положительный в том же прост­
ранстве, если Л>2. В последнем случае будем считать, что коэффициент 
q положительно ограничен снизу, так что оператор А все же будет поло­
жительно определенным в А2(0, 1).

Можно доказать, что любое множество, полное в 1), полно
также в энергетической норме оператора А; последняя определяется фор­
мулой

1
Iи Г = [ф и'2 L) + Q и~ (-г)] dx. (12)

о

Доказательство основано на том, что решение однородного уравнения 
(9), принадлежащее энергетическому пространству оператора А, есть 
тождественный нуль. В метрике (12), в частности, полна система коорди­
натных функций вариационно-разностного метода, порожденная исходной 
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функцией (5):
Ш И = ®о(-^ — /) , /г=4?’ 7 == °, 1, • ■ ■ — 2, и =1,2, ... (13)

Обозначим

Еп (и) = inf J и — V с<fchj I. (14)
Г’ . I *1 1=Э

Ниже приводятся некоторые оценки величины (14) для решения и(х) 
уравнения Au = f, где А — описанный выше оператор; в случае 0 < X < 1 
паши результаты можно получить также методами статьи (’).

1) 0<Х<1, ЕДи) =О(Х(1~Ш'?). (15)

Оценка (15) точная; опа достигается при некотором свободном члене 
/еС'“[0, 1].

2) 1 =s= X < 2, Еп(и) = O(hi~y'2'). (16)

Оценка (16) «почти точная»: можно указать такую функцию /Е^Л2(0, 1) 
Ve>0, что для соответствующего решения и?(х) справедливо неравен­
ство £'„(«e) > A1_V2oe(/i), где, например, cre(fe) = [In (2//i)]8.

Если / s £, (0, 1), 2 < s < °° и 1 С /. -< 2, то
E„(w) =O(/i<3-x>/2-I's); (17)

оценка (17) верна и при s = °°, если коэффициент q положительно огра­
ничен снизу.

3) 2 < X < 5/2, 0 1 / s < 5/2 — X, коэффициент q положительно огра­
ничен снизу:

/еЛДО, 1), £п(и) =O(^-X-1/S). (18)

Остановимся па случае, когда коэффициент ср (х) не имеет вида (10); 
точное описание оператора Аа для этого случая дано в (2). Пусть функция 
i|'eC[0, 1]. Показателем вырождения функции ф в точке х = 0 назовем 
вещественное число X (если оно существует) такое, что ;г_цф(;г) —>-0 при 

£-♦0
|1<1 и д,_|'ф (х) —> оо при ц > X. Допустим, что в уравнении (9) коэффи- 

х-*0
циент ср (ж) имеет при х = 0 показатель вырождения к > 0, а производная 
ср2 (х) имеет при том же х = 0 показатель вырождения к— 1. Тогда оцен­
ки (15) — (18) остаются в силе, если в них замепить к на Х+е Ve>0. 
В аналоге оценки (15) допустимо значение к = 0.

Аналоги оценок (15) и (16) «почти точны»: можно найти такую функ­
цию / е С'<”)[0, 1], чтобы при 0 < к < 1 было Е„(и) ьу-ь+гмг, и таКуЮ 
функцию feL2(0, 1), чтобы при 1 < к < 2 было Е„(и) уе > о.
Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 17 V 1972
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