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Понятие совершенной размерности бикомпактов введено в работе (').. 
В этой же работе показано, что из совершенной n-мерности бикомпакта X 
следует совпадение трех основных размерностных инвариантов dim X = 
= indX = Ind X = п. Оставалось неясным, следует ли из этого совпаде­
ния размерностей совершенная и-мерность бикомпакта X. В настоящей 
заметке дается отрицательный ответ на этот вопрос.

Под разбиением w будем понимать покрытие пространства X конеч­
ным числом канонических замкнутых множеств с дизъюнктными ядрами. 
Точка х есть точка /с-кратности относительно разбиения ш, если любая 
открытая окрестность точки х пересекается не менее чем с к различными 
элементами разбиения. Система А = {wa} разбиений ша называется из­
мельчающейся последовательностью разбиений, если: а) для любого 
замкнутого множества F е X и любой его открытой окрестности OF су­
ществует разбиение ш А, что St„ F s OF; б) для любых двух разбиений 
Wi, ш2 = А существует ии—А. w3'>w{, ш3> w2. La — трансфинитная пря­
мая длины co, между трапсфипитами а и а + 1 подклеен сегмент 7а — 
= [0, 1]а (0 склеивается с а, 1 — с а + 1).

Предложение 1. Пространство У = ЬШг не совершенно 
2-мерно.

Достаточно показать, что любая измельчающаяся последовательность 
А разбиений пространства У содержит разбиение кратности > 4 хотя, как 
следует из работы (2), dim У = ind У = Ind У = 2.

Символом Fr w для любого разбиения ш топологического пространства 
будем обозначать дополнение до объединения внутренностей всех элемен­
тов разбиения w. Множество Р будем называть множеством /с-кратности 
относительно разбиения w, если для любой точки х Р х есть точка 
/с-кратностп относительно разбиения w.

Лемма 1. Пусть на X = LWXI существует измельчающаяся после­
довательность А разбиений и существует разбиение w е А такое, что 
Fr w П {(со) Х/}л (со) X (а, Ъ) — отрезок трехкратности относительно 
разбиения w.

Тогда существует такое разбиение i/:;eA. что является не менее 
чем четырехкратным разбиением.

Доказательство. Выберем сегмент [czf, 6J (а, Ъ). тогда для 
замкнутого множества F = , X [0, аД и открытого множества G =
= FmX[0, &Д, содержащего множество F, существует разбиение w'А 
такое, что St..,.,F G. В дальнейшем множество StK,F, построенное для та­
ких специальных множеств F п G, будем обозначать как [ai; &Д).
Множество Fi = Fr {St (и/, [а,, &Д)} П {(co) X Z} с (co) X (щ, &Д, а точка 
(co, x), где x =max {x e (at, b^: (co, x) e F J, есть точка четырехкратно­
сти для разбиения w2 A X w, w, A w'}. Лемма доказана.

Пусть А — измельчающаяся последовательность разбиений на прост­
ранстве X = X 7, a U — открытое подмножество пространства X такое, 
что [F] n {(со) X/} =э (со) X (с, d), еще дан сегмент [cb dj <=■ (с, d). Су­
ществует разбиение и:^А, по которому можно построить множество 
A = Fr {St (w, [c„di])}.
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Лемма 2. Если множество К1=К^\ ((ю) X (с, <Д) не содержит от­
резка двукратности относительно разбиения w пространства [67], то су­
ществует такое трансфинитное число и такое нигде не плотное в
(с, d) множество С, что U Л К Л ([а, и] X/) = U Л ([а, и] X С).

Д о к а з а те л ь с тв о. Положим Ut = U Л Int {St (w, [clt <7Д)}, U2 — 
= U Л Int {X \ St (w, [cb (2Д)}, Z = L,„X(x) и рассмотрим два множест­
ва: Vi = {x^ (с, d): UiCiZ конфинально (co, ж) в Z и СД Л Z не конфи- 
нально (со, ж) в Z}, У2={ге (с, d): U2(~\Z конфинально (со, х) в Z и 
Ut Л Z не конфинально (со, ж) в Z}.

В силу неравенства %(со, 7Ш) =7=% (ж, I) и того, что множество К, не со­
держит отрезка двукратности, получаем V, Л V2 = Ф, Vt, V2 открыты в 
(с, d), [Vi U V2] = (с, d) в (с, d). Пусть С = (с, d) \ (V4 U У2), и лемма 2 
легко получается.

Лемма 3. Пусть дана измельчающаяся последовательность А раз­
биений пространства X = LaXI, тогда существует множество В = {гщ: 
i = l, 2,...} разбиений из системы А и множество Q = [а, со] X [/, h] = 
= Wi U W2 U F (Wi Л W2 = d>, Wi, W2 открыты в Q, F замкнуто и нигде не 
плотно в Q) такие, что для любого открытого элемента (р, hh) счетной 
базы на (f, h) существует такое wk е В, что при этом выполнены условия

Fr {St (wk, [р, hk])} П Wi = (La X CA) П Wi,

Fr {St (w*, [f, hk])} Л Ж= (L.XDt) ПЖ, 

Fr{St(^, [Д Aft])}<=[0, со]Х(Д A"), 

где CA и Dft нигде не плотны в (f, h).
Доказательство. 1) Если для любого множества (Д, hh) сущест­

вует разбиение гщ е А такое, что Fr {St(iPA, [р, АД)} Л ((co) X/) не со­
держит отрезка двукратности относительно разбиения wh, то В = (гщ: 
к = 1, 2,...} и, полагая в лемме 2 U = LaXI, получаем утверждение 
леммы 3.

2) Если же для некоторого элемента (Д, кф базы на I и любого раз­
биения ю'^А множество Fr {St (и/, [Д, АД)} Л ((со) XI) содержит отре­
зок (со) X (с2, d2) двукратности относительно разбиения и>' пространства 
X, то множества U' = Int {St (w', [Д, АД)} и U" = X\St(u/, [Д, АД) 
удовлетворяют условиям леммы 2. Действительно, если для некоторого 
[с3, d3] <= (с2, d2) существует разбиение w” такое, что множество 
Fr{StTw/z, [с3 <7з])} Л ((со) XI) содержит отрезок (со) X (с4, 1ф, то это 
отрезок трехкратности для любого разбиения wXw"). По лем­
ме 1 это влечет не совершенную 2-мерность пространства У. Если такого 
разбиения w" не существует, то, полагая сначала U = U', а потом U = 
= U", [Д А] = [с2, d2\ и применяя лемму 2, где (с, d) — элемент счетной 
базы отрезка (с2, d2), получаем лемму 3.

Доказательство предложения 1. Пусть на пространстве У 
дана измельчающая система разбиений. Для любого р> < о>;. подпростран­
ство Х3 = А,,, X Д ее У; согласно лемме 3 существуют множества В, и 
Q = [сер, соД X [Д А] р, а из несовпадения %(«>i, 7Ш|) и х(св3, Ьшф следует, 
что существует а и множество Jf={p<co2: оср < а}, конфинальпое м2. 
Для пространства Ха=1аХЬШг также справедлива лемма 3: существуют 
множества Ва и Qa = [[У, иД X [f, А]“.

Тогда при некотором где ₽ЕМ, Q* Ф ф и содержит

открытое множество, например, V = Int (Ж“ Д lVip), где И7" п ИДр ц0" 
лучаются из леммы 3. Пусть открытое множество W = (/“, Аа) х (Д, h$) с V. 
Следовательно, существуют разбиения wa и и множества Са и Ср, что 

IV Д Fr {St К, [/“, A»])} fl Fr{St(Wp, [/р, Ар])} = W Л (7Ш1хСр-) (] (С“хДД, 
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а это множество является множеством четырехкратности для любого раз­
биения W (w > wi, W > IPp) .

Предложение 1 доказано.
Относительно совершенной размерности справедлива еще
Теорема 1. К — упорядоченный континуум, I — сегмент действи­

тельной прямой', тогдаKXI совершенно 2-мерно.
Кроме того, с существенным использованием континуум-гипотезы 

(с = КО можно доказать, что тихоновский квадрат лексикографически 
упорядоченного квадрата совершенно 2-мерен.
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