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В работах В. А. Кондратьева и одного из авторов (') изучалась един­
ственность слабого решения задачи Коши для системы вида

Хи=-^.- Dkx[ak(t,x)-u(t,z)]^--^- + Pu = 0, (1)
| k |<m

коэффициенты ah (t, x) удовлетворяют неравенству

|щ(1, х) | <С(1 + |х|)(’"-«’/С"-».

При этом устанавливалось, что если и(£, х) — непрерывное в Пг = [0, Т^Х 
X Ип слабое положительное (в смысле конуса К (’)) решение системы (1), 
удовлетворяющее неравенству * *

0 х°* Здесь и ниже приняты такие обозначения: П ’ —параллелепипед {(£,#) :
(Т1> Т2)

Т1 < t < Т2, | т- - х? | < а, / = 1, 2, . . . , п}; 2* — куб {| х- — я? | < а, / = 1,2, . . . , п};

П.т т) = т,> К . = П ; S = 2; 2=2 ; || и || а хо =(ИД1) (Г1, (Ti, (Г1( Ts) а а оо П7-г -г ■>( 1 1> 1 2)
= Й \dtdx', ||и||вх= I и (t, х) I dx.

„а, х» 1 х '
П(Т>, Т,)

< G exp {С21 |m'}, тп' = тп](тп — 1),
п(о, т)

то из и(0, х~) = 0 вытекает, что u(t, х) = 0 в слое Пг.
Доказательство было основано на построении специального суперреше­

ния сопряженной к (1) системы и получения с помощью его априорной 
оценки положительной части решения.

В настоящей работе мы, существенно используя методику (‘), устанав­
ливаем общие асимптотические теоремы единственности слабых положи­
тельных решений системы (1), определенных в полупространстве 
Поо = П+. Под асимптотическими теоремами единственности мы понимаем, 
так же как в (2, 3), предложения, в которых указывается, при каких М(х) 
и L(t) решения, удовлетворяющие неравенству

\u(t. х) | < ехр{—L(t) + М (х)},

тождественно равны нулю. Заметим, что классические теоремы единствен­
ности решения задачи Коши соответствуют решениям, тождественно рав­
ным нулю, начиная с некоторого t. Попутно получаются широкие обобще­
ния приведенной выше теоремы единственности решения задачи Коши.
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1. Приведем два определения, необходимых для формулировки основ­
ных результатов.

Определение 1. Функция A {z) называется характеристикой 
роста, если она определена на [1, °°), положительна, имеет производные; 
до порядка иг— 1 и удовлетворяет условиям

оо

2)
Z

< Mz^B (z), й = 0,1,..., zn — 1, 5(z) = ■
1

Определение 2. Система (1) принадлежит классу (Л; 7), 
если

г2=2^? + /« + 2. (2>
7-1

Заметим, что характеристиками роста являются функции z“, а е[0, 1 ]; 
z lnaz, а <= [О, ’/2].

2. Основные результаты.
Теорема 1. Пусть система (1) принадлежит классу {А, 1). Если 

u{t, х) — слабое положительное непрерывное решение системы (1), удов­
летворяющее неравенству

||w <Сехр{с5т'(г»)}, (3)
п(о, т)

то из того, что к (0, ж) = 0, следует u{t, х) = 0 в Пг.
В случае, когда Р — равномерно эллиптический оператор, неравенство 

(2) излишне.
Приведем две асимптотические теоремы единственности.
Теорема 2. Пусть система (1) принадлежит классу {А, 7) с некото­

рым уе [0, (s — 1) / {пг' — 1)], где s—некоторое число из интервала 
(1, тп'). Если u(t, х) — слабое положительное непрерывное решение систе­
мы (1) в П+, удовлетворяющее неравенству

II и {t, х) || , < С exp {Bs (r«) - Mf0 М > О,
П(<0-1, <о+1)

то u{t, х) = 0.
Теорема 3. Пусть система (1) принадлежит классу {А, 7) с некото­

рым 7 е ((s — 1) / {пг' — 1), 1), где s — некоторое число из интервала 
(1, т'). Если u{t, х) — слабое непрерывное положительное решение систе­
мы в (1) в П+, удовлетворяющее неравенству

\\u{t, я)Ц ^Сехр{58(го)-Ж1+М’7)}, М>0,
U(io-1, <о+1)

--------р—------ > 1, а теоремы 2 и 3 — в предположении, что 

z (In z)1_1/s
А ----  ^>1. 1акие дополнительные предположения представля­

ТО u{t, х) = 0.
Теорема 1 установлена нами при дополнительном предположении, что 

функция A(z), определяющая класс {А, 1), удовлетворяет условию 
ns-
2-*оо

lim
■Г—* сю

ются нам существенными при исследовании условий единственности и 
асимптотической единственности в классе растущих по пространственным 
координатам функций.
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3. Доказательство теорем 2 и 3. Рассмотрим слабое решение• 
системы, удовлетворяющее условию

и (^^La.xo < exp {Bs (г®) — L (Zo)}, 
n(fo-l, fo+1)

lim L (t) = + oo. 
t-*oo

s'^>m; i0>l, (4)

Введем вспомогательную функцию

w (t, x) — exp
Bm'(r) + (1 + Qt)m7d-V) 

(1 + Qi)”1'-1
(5).

где Q — положительная постоянная, которую мы выбираем позже. Полу­
прямую t е [0, °°) разобьем на интервалы (0, tt t2),..., (tN-i, tN). 
В каждой полосе П(еА1> tk) определим вектор-функции

фА(г, х) = (t — t,.-i)w(t. x)eh

ф*(£,  х) = (tk — t)w(t, х)е2.

Вектор et определяется конусом К (*)  и выбирается таким, что для лю­
бого и е К

Re(ei, н) > 7о|и|,

где — положительная константа, не зависящая от и; у вектора 
координаты равны 1.

Для и е К при достаточно большом Q

Re ($Гф„ и) > [1- C2<Zm'/(1-v) Vo (и | w.
Определим последовательность tN равенствами 

(1 — у),/г_________ 1

е2 все

(6).

ty f.v-i у _ l/t ..’ t0 0,
' дД+Ym'-Y

где С2 — положительная константа из неравенства (6).
tN удовлетворяют неравенствам

1(1 — у)‘/г—=-------------------- т— (^(i-v)/(i+v>n'-i) _ и <-
К 2С2 (1 + ут' — у)1'2

<'___ 1.....  (*  ~ V) ------- ;V(1-Y)/(1+Ym’-Y)

"" /2С'2 (1 + ут' — у)'2

Тогда C2Vm'/<1-v)(£jv — <w-i) «£ ’/г.
Из соотношения (6) получаем

71 | и | w С Re (-2”ф/, и),

где 71 — положительная константа, не зависящая от I.
Проведя оценки сверху и используя условия на щ(£, х), получаем

| и) | С 72|и|»,

где 72 — положительная константа, не зависящая от I.
Используя предположение (4) и Li-гипоэллиптичность уравнения 

по временной координате t, с помощью рассуждений, сходных с рассуж­
дениями (4), стр. 418, приходим к основному тождеству

ЭД (£*ф (, и} dtdx = ^ (ф;, и) |(=fj dx.
п . s

<‘l-v Ч1

(7)’

(8)

(9)

(1)

тт V--- z (In z)1 4 . . 1При этом предполагается, что lim —г— 1, q .
г— оо т
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Из (10), (8) получаем

(И)

(12)

Из (И), (12) находим

С? w I и I dt dx sC ——-1п '' 11 Yi
«г-1- г!>

Z!-l
(13)

Применяя неравенство (13) последовательно к слоям П(о, ю 
П((„ /2) и П((г, *3), . .., П(,,._2. /jv.o и П((,у_1г tw), получим

П(о, (,) Vn-v {N>
1S w x^ Iu (tN,x^ I dx‘ 

s

и П<(1,

Используя еще раз Л-гипоэллиптичность системы (1) по временной 
координате t, можно оценить сверху интеграл w(tN, х) \u(tK, х) \dx и 

s 
с учетом условия на u(t, х) прийти к неравенству

■(1 + Qt)m _1 '
w | и | dt dx sj HiVe_L r«-i еХр J —

П(о,щ 1

при некотором постоянном А > 1.
Примем, что lim Ъ>1, тогда

2—*оо

dr

Использовав методику, изложенную в (4), стр. 20, можно получить при 
достаточно больших N

l-y m'-l 1-v
w | и \dt dx Ao exp (a^N ф- a22V1+v"’'-Y m'~s — L (a3N (15)

tx)

где Ло, он, a2, аз — некоторые положительные константы. 
Из (7) и (15) вытекают утверждения теоремы 2 и 3.
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радиотехническое училище 26 X 1972
противовоздушной обороны
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