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Структурно устойчивые, или грубые, системы на двумерных многооб­
разиях являются типичными (образуют множество второй категории по 
Бэру в пространстве систем) (’). Однако в больших размерностях ни гру­
бые, ни выделенные позднее Q-устойчивые системы не являются типичны­
ми (2_1). В (5) предложен еще один класс глобально устойчивых динами­
ческих систем, названных осуществимыми системами (s), типичность кото­
рых и доказывается ниже.

Над компактным Ст-многообразием М рассматривается метрическое 
(относительно СА-нормы) пространство ЗЯ* динамических систем, О k < т; 
предполагается, что динамические системы задаются (Т'-отображениями 
S*: М М, где t G и под G подразумевается группа целых или вещест­
венных чисел.

Пусть Sx — {S‘x, t > 0} — траектория системы S, проходящая через 

точку х\ Рх — (J Sx, Рх = П Рх — пролонгация траектории Sx по ди- 
Seft^(S) -л»

памической системе. (Через Uv(...) и Щ(„.) обозначаются грокрестности 
множеств соответственно в пространстве М или ЭЯ; символ ЭЯ употребляется 
вместо ЭЯ*, если к может быть любым.)

Как известно, траектория Sx называется устойчивой при постоянно дей­
ствующих возмущениях (или осуществимой (7)), если для любого е > 0 
найдутся т]1, т|2>0 такие, что Sx cz J7e(^x) как только x^U^tx), S е Um(5). 
Траектория Sx устойчива при постоянно действующих возмущениях тогда 
и только тогда, когда Рх <= Ue(Sx) при любом е > 0, так что Рх = Sx.

Лемма. Пусть х М, S и Рх <= Ue(Sx) при некотором е > 0. Тогда 
существуют T]i, т|2 > 0 такие, что Рх е Us(S^) для любых x^U^(x), 
8 е ЩД5) (здесь и далее системы и их пролонгации индексируются одни­
ми и теми же значками).

Доказательство опирается на компактность М, непрерывную за­
висимость отображения S‘ от х е М и 5 е ЗЯ и использует тот факт, что Рр 
при любом г| > 0 (и произвольном к) содержит открытое в М подмно­
жество.

Обозначим через L = L(S) множество точек из М, принадлежащих 
устойчивым при постоянно действующих возмущениях траекториям си­
стемы S.

Теорема 1. L(S) есть множество типа Gt, для любой динамической 
системы 5 е НЯ.

Определим множества Д, е >0: re Le -<=> существует окрестность U(х) 
точки х такая, что Рх~ Ue(Sx) для любой точки х е U(х). Множества Le 

оо 
открыты по определению. Утверждается, что L = П -^i/п-

п=1
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Действительно, если х Ф L, то существует е > 0 такое, что Рх Ф Ue(Sx)r 
т. е. х & Lc. Предположим, что х е L. Тогда Рх <= Ue(Sx) при любом е > 0. 
Согласно лемме, существует ц > 0 такое, что Р^ Ue(Sx) при любом: 
х U^(x), а это означает, что х е Le.

Оценка, даваемая этой теоремой, является точной: если динамическая 
система содержит так называемые грубые гомоклинические траектории, 
то L не является /^-множеством.

Пусть 8° = {S е ЭД, Л (5) = Л/}, т. е. 8° — множество динамических си­
стем, у которых все траектории устойчивы при постоянно действующих 
возмущениях.

Теорема 2. 8° есть множество типа Gt,.
Рассмотрим множества 8Е, е > 0: S е 8г <=> существует трокрестность 

Un(5) системы S такая, что Рх ez. Ue(Sx) для всякой х е М и произвольной 
системы S е U„(5). Множества 8е открыты по определению. Утверждается,, 

что 8° = Л 81/п.
п=1

Действительно, если S Ф 8°, то существует точка х е М, не принадле­
жащая L(S). Следовательно, существует и е > 0 такое, что Рх Ф Ue(Sx). 
т.е. S 8е.

Пусть S е 8°. Возьмем произвольное е > 0. Для любой точки х М 
Рх cz Ut (5Х). В таком случае, как следует из леммы, для каждой точки 
х <= М существуют гр > 0 и окрестность U(х) точки х такие, что 
Px^Ue(Sx) для любых S е Uqx(5) и х е U (х). Множества U(x), когда х 
пробегает М, образуют покрытие М. Из этого покрытия можно выделить 
конечное покрытие. Пусть его образуют множества U(ж,),. .., U(хт). Если 
т] = miD {щ,,..., т]^}, то для любой системы и любой точки
х е М Px<=Ut (8Х), т. е. S е 8е.

Динамические системы из 8° устроены просто. Каждая из них имеет в 
М единственное минимальное множество, к которому притягиваются при 
t +°° все траектории. Таких систем мало.

Ослабим немного требования, предъявляемые к системам, и рассмотрим 
динамические системы, у которых не все, а только почти все траектории 
устойчивы при постоянно действующих возмущениях.

Пусть 81 = {5 е ЭД, L(S) = М}. Поскольку L(S) — множество типа G6, 
то для всякой динамической системы из 8* L(S) — множество второй ка­
тегории по Бэру.

Теорема 3. 81 есть множество типа Gt,.
Пусть открытые в М множества Pj, 7 = 1, 2,..., образуют базис про­

странства М. Система S не принадлежит 8* тогда и только тогда, когда су­
ществует /' такое, что для всякого х е ГД Рх =£■ Sx.

Пусть Г — произвольное открытое множество и е > 0. Рассмотрим мно­
жества

93г,е= {5еЭД; PX<ZU,(SX)}.
Утверждается, что 93г, е замкнуто в ЭД, т. е. всякая система S, являющаяся 
пределом последовательности систем S(n), и = 1, 2,..., из ЭЗГ, е, также при­
надлежит 83г, Е. Действительно, если бы S не принадлежало S3r, Е, то это озна­
чало бы, что существует точка а: в Г такая, что Рх <= Ut(Sx). Тогда согласно 
лемме существует т] > 0 такое, что PxciUe(Sx) для любой системы 
З еЦл(5). Поскольку S является пределом последовательности SM, то су­
ществует по = Ио(т1) такое, что SM е ИД5) при п>п0. Следовательно, 
Р^ с а это противоречит предположению, что 5(n) е S3r, е.

Итак, 9? = [J J 2? — множество типа F„.
j=l n=i 1 j’l n

Докажем, что S3 = ЭД\ 81. Согласно определениям, 53еЭД\8‘. Спра­
ведливо и обратное: S3 => ЭД \8‘. Действительно, если 5еЭД\81, то су­
ществует открытое в М множество U, содержащееся в {х е М, Рх 5Х}. 
Допустим 5ЙЭЗ, т. е. S <^93г;, i/„ при любых /, п. В таком случае, как это 
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будет показано ниже, существует последовательность Г„ => Г* =>... такая, 
что Гй <= U и удовлетворяющая условию: Рх <= Ui/k(Sx)- для

ос
любого х е Гж. Для всякой точки х п i\px = это противоречит тому, 

k =1
что Рх =£ 8Х для точек х U. Последовательность 1\., к = 1, 2,..., можно 
построить следующим образом. Существует /0 такое, что Г5о <= Z7. Так как 
S е $8г3-о, 1, то существует точка х е Г*,, для которой Рх с: Ui(Sx~). Согласно 
лемме, найдется гр такое, что jP~ с УУД&р^для любых х U^,(x). Сущест­
вует у, такое, что Гл <= U^(x) П Г*,. Для любого х е I\ Рх<= Ui(Sx). Имея 
множество rjfc , множество можно выделить так. Поскольку 5 Ф- 
то существует точка же Дч-i, Для которой Рх <= Согласно лемме,

найдется тр такое, чтоР^с Ui/h(Sx) для любых х е У/\(ж). Существует Д 
такое, что cz r>ft l П U-nk (я). Для любого х е Гл Рх <= Ul/k(Sx).
Этим доказательство теоремы завершено.

Оценки, даваемые теоремами 2 и 3, являются точными: существуют 
многообразия, для которых 8°, 81 не являются УД-множествами. Пусть, на­
пример, М —■ двумерный тор. Однопараметрическое семейство систем ж4 = 1, 
.г2 = а на торе, обозначим это семейстьо 91, образует в 2Л замкнутое множе­
ство. Легко убедиться, что ЭГ Г) 8° = 91 П 8*. Последнее множество, являясь 
плотным на 91 СД-множеством, не является УД-множеством на 91, так как 
его дополнение также плотно на 91. Если какое-либо из множеств 8!, i = 0, 1, 
'было бы /’„-множеством в 2R, то 90 8' было бы УД-множеством в 91, а это 
не так.

Теорема 4. 8* плотно в 9И.
ОС <эо

Ввиду того, что 5?г= 9R \ U (J 93г.. 1 п, для доказательства теоремы до- 
7=1 п=1 1

статочно показать, что множество S3i „ при любых /, п нигде не плот­
ны в 2R. k

Пусть открытые в V множества Ut,... ,Uh таковы, что U о М и 
i=i 

diam£p<s при всех г. Предположим S(0) е S3r е и ц > О произвольное. 
Покажем, что в U„(5<0)) существует 8 25г, е.

Возьмем произвольную точку х0 s Г. Найдется С7,, э ж0. Так как 
S<°> е jgr 8j то Рх° <£ Uit. В силу непрерывной зависимости от S е 9J2 отобра­
жения S‘ существует t]i < ц / к такое, что Sx„ П Ф для любой системы 
S е U,I1(5<0>). Поскольку Рх^ Uit, то найдется Ui2 такое, что Рх„' П U2, ¥= Ф. 
Существует 5(1) е ЦЛ1 (5<0)), для которой П Ui2 #= Ф. Либо с )
и, следовательно, S(1> уже не принадлежит W, е, либо 1 <= 23г, с. Если спра­
ведливо последнее, то Рх> <£ UitU Ui2. В силу непрерывной зависимости от 
S е Ш1 отображения S* существует тр < ц / к такое, что Sxo П Uit Ф и 
Sx„ П J7,-, =# Ф для любой системы S е ИЛ2(5(1') и т. д. Очевидно, этот процесс 
оборвется не более чем через к шагов. Динамическая система, на которой 
обрывается процесс, принадлежит ил(5(0>), так как тр + тр + . ... < тр но не 
принадлежит ®г, с- Теорема доказана.

Из теорем 3 и 4 вытекает основной результат: 8‘ есть множество второй 
категории в ЭД.

Из последнего утверждения непосредственно следует, что грубые си­
стемы принадлежат 81. Действительно,

1) если динамическая система принадлежит 81, то и всякая топологи­
чески эквивалентная ей система принадлежит 81;

2) всякая грубая система имеет в ЗЯ окрестность, состоящую из тополо­
гически эквивалентных ей систем.

Все утверждения остаются справедливыми, если вместо устойчивости 
в положительном направлении рассмотреть устойчивость в отрицательном
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направлении или устойчивость одновременно как в положительном, так и 
в отрицательном направлениях.

Приведенные теоремы справедливы также и для полугрупп отображе­
ний (в доказательствах нигде не использовалось существование отображе­
ния, обратного S1).
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