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1°. Через и будем обозначать оператор Фурье — Планшереля и 
обратный к нему соответственно:

N N
(37ф)(1) = lim ф (т) eMdx, (^_1ф)(0 = lim \ <р (т) e~ixtdr. 

n-*°° an n~*°°  Л

* Если А — линейный ограниченный оператор в пространстве LP(R), 1 р < оо, 
и (^ТАср) (t) = a (t) (£7~<р) (t) для всех <р LP(R) f] L2(R), то А совпадает с операто­
ром Wa.

** Операторы ТГО и Wa одновременно ограничены или пеограничеиы в простран­
ствах LP{R) и LP{R+) соответственно и I1hMi.p(b) = 1|1Га||ьр(й»).

Пусть а(Т) — ограниченная измеримая функция на действительной оси 
R = (—°°, °°) и ср е LP(R) П Z/2(T?), 1 < р < определим оператор

N
(^аф) (0 = <^-1а^ф) (0 = lim Л- ( а (т) (£<р) (т) er^dx.

Если ЩГафЦьрт) СЦф11х.Р(в), то оператор ТГа имеет единственное непре­
рывное продолжение на всё пространство LP(R), которое также будем обо­
значать через * ТГа.

Пространство LP(R+), где R+ = (0, °°), можно рассматривать как под­
пространство пространства Lp (И); пусть Р —проектор, проектирующий 
пространство LP(R) на LP(R+). Через Wa будем обозначать в дальнейшем 
оператор, полученный сужением оператора PWaP на подпространство 
LP(R+).

п
Класс функций вида a (t) = ak (О Ik Wh где %,,(£) — характеристиче-

*=1

ские функции отрезков из R, ak(t) = Ck + (@~gh) (t) и gi^LAR) (или gk е 
е Li (7?) Г) LqfJR'); g = р/(р — 1), 1 < р < «>), обозначим через 1П?(7?) (че­
рез П^р(7?) соответственно). Нетрудно проверить, что П^(7?) и Ш?р(7?) 
являются алгебрами.

Опираясь на известную теорему М. Рисса (см. (‘)) об ограниченности 
сингулярного интегрального оператора в пространстве LP(JL), 1 < р < 00, ос
и учитывая ограниченность оператора \ k(t — т)ф(т)йт. Д>еЬ2(Т?), в

. —00

этом же пространстве (см. (2)), можно доказать ограниченность оператора 
Wa, где а е Ш? (7?), в пространстве ** £р(7?+).

Отметим, что если <ге ПЯ'р(й), 1 < р < °°, то оператор Wa действую­
щий в пространстве ЬР(К+), имеет вид

со

(И^аф) (0 = сф (1) -j- fc (Z — т) ф (т) dr, (1)
о 
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где функция k(t), вообще говоря, неинтегрируема и интеграл в (1) пони­
мается в смысле главного значения по Коши.

В настоящей работе приводятся необходимые и достаточные условия 
нётеровости * оператора в пространстве LP(R+), 1<р<«>, когда функ­
ция a(t) принадлежит классу П$(К) или SQP(/i) (определение последнего 
см. в п. 4°). Исследуются также некоторые другие классы операторов.

2°. Каждой измеримой ограниченной функции a(i) на R, имеющей 
пределы a(t ±0) = lim a(t ± 1 / п), а(°° + 0) = lim a(Z), сопоставим 

П~>OO t—
функцию

a x\ = (a(f — °)U— gP(p)] + a(t-\-0).gp(x), если H<°°>
| a (oo — 0) [1 — gQ(a:)] + a (oo + O)gq(x), если t = + oo,

где

gr CO =

, sin rf)
I sin 9

I x,

если 0 =/= 0,

если 0 = 0,
(2)

и 0 = л — 2л (г — 1) /г, г = р, g; 1 < р < q = pl(р — 1); 0 С х 1.
Множество значений функции ap(i, х). —С t < °°, 0 =С х С 1, являет­

ся замкнутой кривой и получается путем добавления к множеству значе­
ний функции a(i), —00 < t С °°, определенных дуг окружностей, соединяю­
щих в точках разрыва значения функции a(t — 0) и a(t + 0) между собой.

Функцию « еПЯ (/( ) будем называть р-н е о с о б е н н о й, если 
inf|ap(i, х) | >0. Пусть ch...,c„ суть все точки разрыва р-неособенной 
t,x 
функции а 11$ (/?); введем обозначение:

1 п 1
ind ар («, ж) = — [arg a (t)]t<=R + 2 ‘'ST 1аг£ (СА> *)]хеГо,1],

k=i
где [g(i) ]<<ег означает приращение функции g(t), когда t пробегает ли­
нию Г один раз.

Теорема 1. Пусть а •= ПЯ'(К). Для того чтобы оператор Wa был Ф+- 
или Ф_-оператором в пространстве ** LP{R), 1 < р < °°, необходимо и до­
статочно, чтобы функция a(t) была p-неособенной. Если это условие вы­
полнено, то обратимость оператора Wa согласована с числом *** 
ind яр(7, х) и ****

Ind JTa = —ind ap(t, х).
Сформулированная теорема в случае непрерывного символа a(t) = 

= С + g)(t), где g е L, (/?). доказана в (2).
3°. Через 91 обозначим алгебру операторов вида

Г

л - 2 w^- • •
k=i

где е n.R(ft); символом оператора А в пространстве LP(R~), 
1 < р < °°, назовем функцию

(t, х) = 2 (t, х). . . (яь)р It, х), —oa^t^oc, 0<х<1.
k=i

Из соотношения
max | Ар (t, х) ini 

__________ t, х r‘=^p
* Линейный ограниченный оператор А в банаховом пространстве Э называется 

нётеровым, или Ф-оператором, если он нормально разрешим и dimkerX<oo. 
•dim coker Л < oo.

** Линейный ограниченный оператор А в банаховом пространстве §3 называется 
Ф+- (Ф_)-оператором, если он нормально разрешим и dimkerT < oo, dim coker А < оо. 

*** Говорят, что обратимость оператора А согласована с числом а, если этот опе­
ратор обратим, обратим только слева или обратим только справа в зависимости от 
того является ли число а равным нулю, положительным или отрицательным (см. (3)). 
**** Ind Л = dim ker Л — dim coker А.
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где ®р — множество всех вполне непрерывных операторов в LP(R+), сле­
дует, что символ оператора А не зависит от его представления в виде

4 = 3 Жо.г .. Wa..
7=1

Обозначим через 81Р замыкание алгебры .Я по норме операторов в про­
странстве LP(R+). В силу соотношения (3), каждому оператору А е 
•однозначно сопоставляется функция Ap(t, х), которую назовем симво­
лом этого оператора. Отметим, что символ Ap(t, х) оператора А е 91р яв­
ляется непрерывной функцией на цилиндре 9Я={(£, х): — 
О х С 1}, на которой точки (—°°, х) и (°°, х) отождествляются, 0 
и которая наделяется топологией, указанной в (4).

Теорема 2. Для того чтобы оператор А е Sfp, 1 < р < был Ф-опе- 
ратором*  в пространстве LP(R+'), необходимо и достаточно, чтобы 
inf |4p(i, х) | >0, (/, х) е ЗЯ. Если это условие выполнено, то

* Все операторы, рассмотренные в настоящей заметке, обладают свойством: если 
они являются Ф+- или Ф_-операторами, то они являются и Ф-операторами.

Ind А = —ind Ap(t, х).
Доказательство теоремы основано на том, что фактор-алгебра 5lP = SlP/SP 

является коммутатичной и множество максимальных идеалов этой алгебры 
гомеоморфно цилиндру ЭЯ; функцией на бикомпакте максимальных идеалов 
•от класса смежности А е 31р является символ оператора A е А.

4°. Класс функций, непрерывных по Гёльдеру с показателем а на R, 
•обозначим через Ha(R), а класс функций а(£), для которых 

п
sup 31 а (tk) — а Р <С — °° < t0 < ... < tn < °°, обозначим через

Через Яр(й), 1 < р < °°, обозначпм класс функций вида
Г

«(0 = 3 где функции a*  (t) удовлетворяют одному из следую­

щих условий: 1) е Пй (й); 2) е (й) и 1 С £ < р! | р — 21; 3) аЛ <= 
е НДР) П УДЙ), |aA(f) | < с( 111 + 1)-“, а > 0 и р < 2р / \р - 2|.

В (5) доказано, что если функция удовлетворяет условиям 2) или
3), сформулированным выше, то оператор ограничен в пространстве
йр(й). Опираясь на эти результаты, можно доказать, что если ае91р(й), 
по оператор Wa ограничен в LP(R+) и принадлежит алгебре 21р. Следова­
тельно, теорема 1 сохраняет силу, если в его формулировке класс функций 
П^(й) заменить на 31р(й).

5°. Напомним, что через Р обозначается проектор, проектирующий про­
странство Lp(R) на Лр(й+): пусть Q = I — P, где / — единичный оператор.

Теорема 3. Пусть a, b^T№(R). Для того чтобы оператор А = 
= WaP + WbQ (4 = PWa + QWb) был Ф+- или Ф--оператором в простран­
стве LP(R), 1 < р < о°, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись сле­
дующие условия: 1) inf |&(£) | >0, t^R-, 2) функция a(t) / b(t) была 
р-неособенной.

Если выполнены условия теоремы, то обратимость оператора А согласо­
вана с числом ind(a-b~") p(t, х) и

Ind А — —ind(a-fe_1)p(^, ж).
При доказательстве настоящей теоремы мы пользовались общей схемой 

предложенной в (3).
Отметим, что если а, b <= П^^й), 1 < р < то оператор А = WaP + 

~t-WbQ имеет вид
сю 0

(4ф)(«) = с<р(О +J *i  (Z— г)ф(г)(й+ k2(t— т)ф(т)(7т, 
О —оо 

279



где функции ki(t) и Ar2(i), вообще говоря, неинтегрируемы и интеграл по­
нимается в смысле главного значения по Коши.

Операторы W„P + WbQ и PWa + QWb называются парным и транспони­
рованным к парному соответственно.

6°. Пусть а, ЬеПЙ'(/?). Символом оператора A=WaP~^WbQ в 
пространстве LP(R), 1 < р < <», назовем матрицу-функцию

ap(t,x) [6 (t + 0) — b (t — 0)] ht (x)
[a (t -p 0) — a (t — 0)] ht (x) bp (t,x)Ap(t, x) =

где
, , 4 I1 — g?Wl при 111 oo,
hi (x) = j --------------------------

gt (x) [1 — (*)1  при t = ± OO,
q = PKP —Д) и функция g(x) определяется равенством (2).

Через 9? обозначим алгебру операторов вида
т

Л = 2 <21... [Wa.P + ид <?],
1=1

где ajh, bjk e П$(й). Символом оператора А в пространстве LP(R), 1 < р <
Г

(4)

< назовем матрицу-функцию Ар (f, z) = 2 (Дп)р (Д х)- • ■ (4is)i> G, x\ где
1 = i

(Ajk)p(t, x) — символ оператора Ajk = Wa.kP + WbjkQ. Символ Ap(t, x) = 
= ||аЛ(£, x) ||J,fe=i оператора A e SR не зависит от представления этого опе­
ратора в виде (4); это следует из соотношения

где ®Р — множество всех вполне непрерывных операторов в пространст­
ве LP(R).

Обозначим через §1Р замыкание алгебры Й по норме операторов в про­
странстве LP(R). В силу соотношения (5), каждому оператору А е 91р од­
нозначно сопоставляются матрица-функция Ap(t, х), — °° CS t
0 1, которую назовем символом оператора А.

Теорема 4. Для того чтобы оператор А е 31р был (^-оператором в 
пространстве LP(R), необходимо и достаточно, чтобы inf | det Ap(t, х) | > 0, 
где ЛР(Ц х) = ||а#(£, х) — символ оператора А. Если это условие
выполнено, то

indd^indf
L622 («, 0) 022 («, 1)1

Доказательство сформулированной теоремы проводится в основном по 
схеме, предложенной в (6),

Следствие. Теорема 3 сохраняет силу, если в его формулировке 
класс функций П^(2?) заменить на %iP(R.) (см. п. 4°).

7°. В заключение отметим, что все основные предложения настоящей 
заметки имеют место и для операторов и где - матрица-
функция, а также для симметричных пространств функций, рассмотрен­
ных в (7).
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