
Доклады Академии наук СССР
1973. Том 211, № 2

УДК 532.546 ГИДРОМЕХАНИКА

Р. М. КАЦ

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СОВМЕСТНОГО ТЕЧЕНИЯ ДВУХ 
НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

{Представлено академиком П. Я. Кочиной 19IX1972)

Вытеснение нефти из пористой среды часто имеет неустойчивый харак­
тер: вытесняющая жидкость проникает в нефть в виде «языков», что сни­
жает текущую нефтеотдачу пластов. Проблеме устойчивости вытеснения 
посвящен ряд работ (,_6). В этих работах рассматривается устойчивость 
границы раздела двух жидкостей. Обычно при вытеснении в реальной 
пористой среде образуется не граница раздела, а область совместного те­
чения жидкостей. В заметке рассматривается устойчивость стабилизиро­
ванной зоны (6) — передней части указанной области.

Изотермическая фильтрация двух несжимаемых несмешивающихся 
жидкостей в изотропной недсформируемой пористой среде описывается 
системой квазилинейных дифференциальных уравнений в частных произ­
водных (7), содержащих две неизвестные функции: давление и насыщен­
ность одной из жидкостей. Методом зональной линеаризации указанная 
система сведена к системе интегро-дифференциальных уравнений (и.д.у.) 
(8), решение которой дает динамику поля поверхностей пли линий уровня 
насыщенности (изосат). Ниже система и.д.у. используется для исследова­
ния устойчивости (по отношению к малым возмущениям) плоской стаби­
лизированной зоны, т. е. плоского одномерного течения, в котором все 
изосаты — параллельные прямые, перемещающиеся с одной и той же по­
стоянной скоростью *.

Система и.д.у., описывающая поле изосат в плоскости ж, у, может быть 
получена из (8) в безразмерном виде:
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V (s) = К (8) F (s) Pb (s) [p’k (sjl \ U (s) = d [f± (s)F(s)]/ds,

^7, 17+1 = (C<1 ' Cq+1) (,Cq 4" C7+l) \ Cq, 7+1 = ^Cq, q+1 (cq 4” C7+l) \ 

c0, A+1 = 2c0Cjv+i (Cq -|- CjV+i) \ dqt = 0,5 (LqCq —■ Lq+1Cq+i), 
bq< 7+1 = (LqCq 4" -^,7+lC7+l)’ Cl, q = /1 (sq) Ц1 , C2, g = /2 (sg) p2 ’

= cl, 7 4-C2, «J S7-1<S7<S7> L = S’1/1 (s) Р1НГ1 +/2 (s) P2H21], 

F (s) = /1 (s) 1/1 (s) 4- HiHaVa F' (s) = dF/ds, pk (s) = dpk]ds,
Др — Pa — Pi.

Вектор скорости перпендикулярен изосатам и направлен вдоль оси у.
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Здесь yq — у (т, s, t) | e=s, — уравнение изосаты с номером q (искомая 
•пункция х и t при фиксированном s = sg); ид(х, t) —вспомогательная 
Функция; s — насыщенность порового объема вытесняющей жидкостью, 
p*(s)  — капиллярное давление; ft(s), f2(s)—относительные проницаемо­
сти, причем /2(«о) =0, где s0 — нижний предел насыщенности; к — абсо­
лютная проницаемость, далее считается постоянной; pt, р2 и pi, ц2 — соот­
ветственно плотность и вязкость жидкостей; w — невозмущенная скорость 
фильтрации, или скорость фильтрации на бесконечности, а — угол накло­
на плоскости течения к горизонту; g — ускорение силы тяжести; N — чис­
ло областей (зон), на которые разбивается стабилизированная зона. Ин­
дексы 1 и 2 относятся соответственно к вытесняемой и вытесняющей жид­
костям. Нижними индексами s, х, t обозначены производные по этим пе­
ременным, индексами q, j — значения функции в точках s = sq, s = Sj. 
Тильдой обозначена величина, осредненная в соответствующей области. 
Связь безразмерных величин с размерными, которые отмечены штрихом, 
такова (6): 

тде s*  = 1 для вытеснения смачивающей жидкостью, s*  = 0 для несмачи­
вающей, т — пористость.

Решение системы (1), (2), описывающее течение в стабилизированной 
зоне, имеет вид (6)

У (s> |«=«g =Уд + (3)

0 _ . = 1 С ________________F (s) Pk (s) /1 (s) ds _________________
Pk(sk) ® (sjv)— ® (s) — (sn) Ф (so)J (sw — S)]/[(S/V ’s*

O(s) = F (s) [1 — kghpw sina/Js)], wt = [0(s;V) — Ф (s0)l/(sw — so);

здесь у’ = у (s’) выбрано для определения начала отсчета, w. = =
= const — безразмерная скорость перемещения изосат.

На краях стабилизированной зоны

2/°(«)^ ОО 1
У при s—» Sy; оо J

у0 ($) = 0 IV-о

у8 («)-> оо

при S = s0, 
при s—>s0 — 0, 
при S —> Sq -р 0.

(5)

Практически ширина стабилизированной зоны | у№ | = | у (sN') |, где 
s' — sN — е, 0 < е « 1, мала (е).

Из (3) следует, что распределение насыщенности в системе координат, 
движущейся со скоростью w,, стационарно.

Будем исследовать в рамках линейной теории устойчивость решения 
(3) по отношению к волновым возмущениям с малой амплитудой. Пред­
ставим решение системы (1), (2), описывающее возмущенное поле изо­
сат, в виде

Уч = У а + + a^qe^x,

Ug = 1 + atyqeat+*X, фд = ф (Sg) , ф9 = Ф (SJ, (6)

тде <p(s) и if(s) —некоторые ограниченные функции насыщенности, ха­
рактеризующие начальное возмущение, — частота, связанная с длиной 
волны X соотношением [J = 2лХ-1, а — амплитуда возмущения. Подставим 
(6) в систему (1), (2) и ограничимся членами порядка а. Вычисляя опре­
деленные интегралы, сводящиеся к табличным, и представляя дифферен­
циальный оператор V (s) срs., + V. (s) ф, в разностной форме, получаем си­
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стему линейных алгебраических уравнений относительно срд и г|)д:
N

% + сз, <ni 2 С7л+1Ч М sign (/ — q) exp (— 3| y°q — у9, |) • =
7=0

N
= —Рс£, q+i 2 j+ilV) ехр ( РI Уч ' У/О'Фл д = 0,1, , TV, (7)i

j=o
F' (*«)  = СФ« + ₽2V (s«) ф9 — IV (SQ) (фд+т — 2<p<2. + <p<z-i) (AsJ-2 4-

* Система (9) дополнена двумя уравнениями со свободными неизвестными <p0 и:

+ Vs (M (<P3+i - Фг-i) (2ASJ-1] (у^У2. g = 1, 2,... ,4V - 1; (8)'
&Sq = Sg-j-i Sq = Sq Sq—h IVq = 1 dqf q^.-^qt q+1^ Sill Ct.

Система (7), (8) содержит 2N уравнений c 2N + 2 неизвестными. Если 
принять в качестве свободных неизвестных ср0, Фя и придать им нулевые 
значения, приходим к задаче о собственных значениях. Однако здесь по­
становка такой задачи была бы необоснованной, поскольку на границах 
стабилизированной зоны (подвижных изосатах) возмущения, вообще го­
воря, не стремятся к нулю. Постановка же задачи с начальными данными 
(9) в общем случае сопряжена с громоздкими вычислениями. Кроме того, 
решение обеих задач осложняется наличием особой точки s0, в которой 
F' (s0) = 0 и у/ -*  0 при s -> s0 — 0.

Поэтому рассмотрим специальную задачу с начальными данными, в ко­
торой функция ср (s') задается таким образом, что система (8) приобретает' 
вид *

q=Q,l,...,N. (9)

Другими словами, все коэффициенты (8) берутся в точке s = sN, где 
производная ySN° -*■  °° аннулирует член, содержащий разностный оператор.

Такой выбор начальных данных при исследовании устойчивости отно­
сительно возмущений (6) оказывается единственно возможным, если 
учесть необходимость выполнения одновременно двух условий:: 
граничного условия

■ф№ [V'(sw) ]-‘[о + 32У(^)]фх, s = sN,

и условия совместности уравнений (7) и (9) при f}|yw0| -*  0. Последнее- 
условие необходимо для того, чтобы система (7), (9) допускала физически: 
очевидные решения (ф0 = ф1 = ... = фя! ф0 = = ... = фя) для возму­
щений, длина волны которых намного больше ширины стабилизированной 
зоны | уя°|.

Подставляя (9) в (7), приходим к системе линейных однородных 
уравнений относительно ф,:

N

[F' ЫГ1 [о + 32V (sjv)] фг 4- cQ, д+12 сф?-+1ХЛ j+1 exp (— ₽ | y°Q — у® |) X

X [sign (7 — д) [F' (sjv)]-1 [б 4- ₽2V (sw)J 4- [KV,] ф, = 0, д = 0,1,. .., N, 
(Ю). 

имеющей нетривиальные решения в случае, когда ее определитель

П[о, V(Sx)F (Sx), Coi,..., Ся, К+1»

Xol, . . . , %Я., я+1> Wo,..., Wir, Уо, . . . , Уя] —0. (11)

Если для всех корней уравнения (11), разрешаемого относительно о, 
Re о < 0, течение устойчиво. Если хотя бы у одного из корней Re о < 0, те­

фя.
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чение неустойчиво, т. е. возможно образование языков вытесняющей жид­
кости, Полагая, что для фильтрационных течений справедлив принцип 
изменения устойчивости (10), т. е. о всегда действительно и проходит че­
рез 0, можно найти связь между критическими параметрами при о = 0.

Приведем пример расчета критической частоты возмущений ркр при 
вытеснении нефти газом. Относительные проницаемости и капиллярные 
давления принимались в виде (6), щцг-1 = 100, а = 0. В этом случае sN = 
= 0,2645. Принимаем в качестве границ стабилизированной зоны sN' = 
= 0,26 (е = 0,0045), s0=0,l. Среднее значение sq бралось равным средне­
интегральной (по у) насыщенности.

В результате расчетов по однозонной схеме (s/ = 0,26, s0 = 0,1, 
si = 0,252) получено минимальное значение рир = 1,56, по двухзонной 
(s2'= 0,26, Si = 0,252, s0 =0,1, s2 = 0,256, st = 0,244) — ркр = 1,4. Даль­
нейшее увеличение числа зон практически не приводит к уточнению [Зкр, 
что говорит о быстрой сходимости метода. Таким образом, при < 1,4 те­
чение неустойчиво, при [3 > 1,4 устойчиво.

Если пренебречь шириной стабилизированной зоны, положив yN° = 0 
(s), то из (10) при о = 0 имеем

РкР == ко, n+iF' (sN) [ V(sn) ]_I. (12)

Для принятых выше значений параметров из (12) получаем f>„p = 2,28. 
Это свидетельствует о том, что пренебрежение размерами стабилизирован­
ной зоны при исследовании ее устойчивости может привести к неудовлет­
ворительным результатам.

Предложенный метод пригоден и для исследования устойчивости пе­
реходной зоны при совместной фильтрации смешивающихся жидкостей в 
однородном пласте. В частности, если пренебречь диффузией и считать 
вытеснение поршневым, можно с помощью (10) найти критерий устойчи­
вости оторочки растворителя, проталкиваемой вытесняющей жидкостью,

Положив в системе (10) E'(sw) = 1, F(sw) =0, N = 1, получим из (11)
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_ В + ]/в* 1 2 — 43~/. 1М2ЖЛУ1 (1 - е~23а) (1 +
° ~ 2 (1 + Z(,ih2e“23a)

В = 1.01 W0 + X121V1 — А,о1Х12в 2^“ (ТЕ0 — W,), Xoi = (Ц1 — Цо) (Цо + Ц1) *, 
А12 = (ц2- Ц1) (Ц1 + Ц2)—*, РКо = 1 - Ag(po-pi) (Ц1 - Цо)-1/ W.', 

Wi = 1 — Ag(pi — р2) (ц2 — Pi)-1 /

здесь Цо, Ц1, ц2 и р0, pi, р2 — вязкость и плотность соответственно нефти, 
растворителя и вытесняющей жидкости, w/ — скорость движения отороч­
ки, а — ширина оторочки.
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