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Представляет определенный интерес получение аналога непараметри­
ческого критерия А. Н. Колмогорова (1_3) для случая выборочного обследо­
вания конечных совокупностей в условиях, когда не предполагается взаим­
ная независимость последовательности наблюдаемых значений, а объектом 
исследования является эмпирическая функция распределения (э.ф.р.) ко­
нечной совокупности.

Пусть ф — конечная совокупность объектов i — 1,..., N. Каждому 
объекту Ог сопоставляется скалярная величина X. Предполагается, что 
Xi^Xj, i^j, i, J = l,...,А. Совокупность $ характеризуется э.ф.р. 
FN (я) = Z / N, где I — число Xi С х. При случайной выборке объема п без 
возвращения из $ последовательно отбираются п объектов. При отборе 
(& + 1)-го объекта каждый из (А — к) необследованных объектов может 
быть отобран с вероятностью (А — к) Если it,..., i„ — номера объектов, 
попавших в выборку, то наблюдаемые значения величин хк — Xih, к = 
= 1,..., п. Результатам выборки сопоставим э.ф.р ' Fn(x) = к/ п, где к — 
число Xi С х. Ниже будет показано, что при А n v = п / N

Vo, 0 < Vo <1,

P^max'j/' 1 —Ал(а;)|<г/2 (—1)* (1)

здесь Р соответствует процедуре случайной выборки без возвращения.
Исследуем вероятностные свойства случайной величины

Ро, n = шах | Еп (х) — FN (х) |.
X (2)

Пусть X(i) < ... < X(N) — вариационный ряд (3), соответствующий всей 
совокупности, a x(d < ... < ж(„) — вариационный ряд, построенный по ре­
зультатам выборки. Так как выборка взята из $, то a:(D = X(I1) < a:2 = 
= Х<г2) < ... < Х(п) = X(z„), 1 Z, < < ... < 1п — N.

Введем случайный процесс x(Z), 1 = 1,..., N, равный числу х^Хщ. 
Соотношение {x(Z) — к} равносильно {xw < Х(г) < ж(А+1)}.

Теорема 1. Процесс I = 1,..., N, является цепью Маркова с ве­
роятностями переходов

P{x(Z + 1) =/с + 1 |x(Z) =/с] = ,
п-к (3)

P{x(Z + 1) = A|x(Z) = *} = 1--^-4 .

Введенная выше случайная величина
|x(Z) I I ...Ръ№= max -±2.--^ . (4)
I n •ZV I
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Доказательство (3) основано на совпадении вероятностей отбора 
в выборку объектов с номерами h,..., Ik как членов вариационного ряда 
и вероятностей скачков процесса х (Z) в «моменты» h,..., lk.

Таким образом, как и в классическом случае независимых наблюдений, 
найдена соответствующая статистика (4), распределение которой не зави­
сит от фактических значений Xt,..., XN. Этот результат позволяет стро­
ить как доверительные границы для FN (х), так и критерии значимости для 
проверки простых гипотез о виде FN (z). Имея в виду устойчивость резуль­
татов вычислений (4) при больших N и v = п / N = const, целесообразно 
искать распределение максимума модуля для процесса

Из (4) и (5) имеем

pv, N = max I /V (Z) I = N. (6>

Положим j3v, w(Z) = maxi |3v n(A:/2V) I. Тогда для двумерного марков-
lCfcCZ

ского процесса ((3V, w(Z), |3V, W(Z)) в соответствии с теоремой 1 из (3) по­
лучим

Следствие 1. Вероятности состояний

Pt (Ъ„ Вг) = Р {М (4) = * (4) =

находятся как решение рекуррентных уравнений

X

) + Bi {(&z+i - У’ Bl^ X

/ 1 —V— /ATv(1-v)&!+1\x(v+ )

при | &г+11 < В(+I и аналогичных при |6г+1| = Z?!+1.
Искомое распределение fk, к получается из соотношений

Разработана программа вычисления квантилей Bv(v, АО распределения 
Р v, n. Пусть {Во} — последовательный набор возможных значений р v. N. 
Ba'<Ba, а' < а. Тогда N) определяется как наименьшее из чисел 
Ва таких, что 2 Рл’(0, #а') > Y- Таким образом, P{pv, n > ₽?(х, TV)} < 

а'<о
<1 — 7 и, следовательно, с вероятностью, не меньшей у, э.ф.р. FN(x) за­
ключена между Рт(я:,х) и Fy(x, х), где



Аналогично получаются односторонние верхние и нижние границы, для 
чего находится распределение максимума и минимума процесса pv, n (Z).

Заметим, что доверительные границы строятся для FN(x) и скачки 
Еп(а;) принадлежат множеству скачков FN(x). Поэтому получаемые дове­
рительные границы будут уже границ, найденных в предположении неза­
висимости наблюдений и существовании непрерывной ф.р. (3). Например, 
при N = 50, п = 3 критические значения для квантилей = 0,1 и у2 = 
= 0,01 равны Ро, 1 = 1,090 и 00,01 = 1,411, тогда как по таблице 6.2 (3) 
0»,/ = 1,136 и р0,01 = 1,481-

Пусть 0(Z) — стандартный винеровский процесс, E0(Z) = 0, E,32(Z) = i,. 
а р0(£) —условный винеровский процесс при условии 0(0) = 0(1) =0.

Теорема 2. При N-+°°,n-+oofv = n/N-+vo<i распределение pv, х 
сходится к распределению = max 10o(-Z) |, т. е. справедливо соотноше- 

ние (1).
Доказательство состоит из двух частей. Сначала для любого це­

лого г и чисел 0 < h < ... < tr < 1 находим, что совместное распределе­
ние 0», N(li / N) при N -* оо, v-*v0<l, k IN 1{ является гауссовским 
и совпадает с 0О(У), i—i,..., г. Для этого используем локальную пре­
дельную теорему для гипергеометрического распределения, см. (5), 
стр. 197. Затем показываем, что для любых е > 0, 6 > 0, и г > 0 и всех до­
статочно больших N

р !— и + e<0n, n — е, * шах | | • (7>

Неравенство (7) получаем заменой на интервалах (Zt, Zi+1) процесса z(Z) 
с однородными блужданиями, мажорирующими вероятности выхода за 
верхнюю и нижнюю границы. После вычитания систематических состав­
ляющих используем обобщенное неравенство Колмогорова, см. (6)г 
стр. 277.

Заметим, что для конечных совокупностей возможны различные ана­
логи критериев Колмогорова — Смирнова (3). Критерий строится анало­
гичным образом, если конечная совокупность $x1+N2 путем случайного от­
бора разбивается на две $N1 и S0x2, а затем на основе выборок без возвра­
щения объемов nt и п2 из фх, и $х2 определяются отклонения в эмпириче­
ских функциях.

Предложенный подход можно обобщить на выборки из многомерных 
конечных совокупностей. Для простоты ограничимся случайной выборкой 
без возвращения из конечной совокупности = {(.XI, УД,..., (XN, УД}, 
в которой каждый объект Oi характеризуется вектором (У, УД. Вводя ва­
риационные ряды {Х(!1)}, {У(г2)}, h = 1,..., IV, г = 1, 2, независимо по каж­
дой из координат X и У, получаем отображение $х в 9?х — подмножество 
точек квадратной решетки KN={{i, j): г,/ = 1, ...,1V}. Э?х = {(Z15 Z2)} оп­
ределяется наборами значений Zb Z2 пар (Х(г,), У(г2Д е фх- Соответственно 
через N = {(i, /)} обозначаем множество пар (г,/) значений (Xw, У«)) 
характеристик объектов Oi, попавших в выборку. Число различных

х с Э?х равно все они равновероятны. Каждому 9?„, х сопоставляем

шах
(li*

% (Zi, Z2) К (li, Z2) I 
п N I ’ (8)

где x(Zi, Z2) (X(Zi, Z2)) равно числу x (АеЯД, У которых Xt<
хм, У < У(г>).
Таким образом, каждому значению р^2)т=р сопоставляется вероят­

ность m (р), равная отношению числа наборов SR„. х, для которых p^N = р, 
деленному на (^).
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Пусть рт(Я„, N) — квантиль уровня у, а рт (тг, (V) = шах pv(9i„, »). Тогда 
8fn,jvCS«-

7 — доверительные границы для FN(X, У) = к/ N, где к — число Ot, для ко­
торых X, X, Yi^ У, задаются неравенствами

х(Х, У) /п-р,(п, N) ^Fn(X, У)^х(Х, Y) /п + ру(п, N). (9)

В (9) х(Х, У) равно числу объектов О, в выборке, у которых Х^Х, 
Yi^Y.
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