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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КЛИНА С УПРУГИМ КРЕПЛЕНИЕМ

(Представлено академиком И. И. Мусхелишвили 23 XI 1972)

Пусть упругая тонкая пластинка на плоскости £ = g + гр занимает 
угол —а < arg ? < а, 0 < а < 2л.

Определим упругое равновесие пластинки в следующих условиях: одна 
сторона угла arg 5 = —а свободна от внешних напряжений, а к другой сто­
роне arg £ = 0 приклеен прямолинейный стрингер. В конце стрингера при­
ложена сосредоточенная сила Р, направленная вдоль оси

Будем предполагать жесткость стрингера на изгиб пренебрежимо ма­
лой, т. е. считать, что сц = 0.

Из условий равновесия любой части (0, £) имеем

р + — h\ (.$■) ds = 0, 0<(gоо,
о

где к = EoSo/ Е, So — поперечное сечение стержня, h — толщина пластинки, 
Е и Ео — модули упругости пластинки и стержня соответственно.

Отобразим область, занимаемую телом, на бесконечную полосу 
(—1 < у < 0, —о° < х < °°). Отображение дается функцией

b = e“z, z = х + iy.

Методом Н. И. Мусхелишвили (') сформулированная выше задача сво­
дится к задаче определения аналитических в указанной полосе функций 
<р0 (z), ipo (z), со следующими граничными условиями:

ф0(г) + ф0(г) = —ZaeazTjn(eaz), Im z = 0, (1)
-2ia _ I ------------

Фо(2)Н-------- - ---- ф'(г) + %(z) = О, Imz = —1, (2)
оо

2к (ф0 (z) + фо (z)) = aeaz (/г aeasr?T, (eas) ds — р), Imz = 0, (3)
—оо

где
фо (z) = “5Г 'Р ^'° = 4“

ф(£), ф(£) — комплексные потенциалы для клина — а < arg £ < 0.
Аналитические функции фо(з), 'фо(х) представим в следующем виде (2):

Фо (z) = —
оо .

1___ С ( е sh г - Ze~ia (sin a)/a \ . i(z ,
2/2ni J \ sh21 — t2 (sin2 a)/a2 ) ' }

—oo

c, — l<^Imz<(0,

(4)

1
2

фо(О =
OO

ТД!) e~itzdt Ц-c, — l<Imz<0,
(5)
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где T(t) — преобразование Фурье функции аеахт^(еаж),
зТ(х (а • sin ав ) гр /а\ 'р /Г)\_

С _ 2 /2л (а2 — sin2 а) ’ /2лй '

В точке t = 0 интегралы понимаются в смысле главного значения 
по Коши.

Внося представления (4) и (5) в граничные условия (1) —(3) и прини­
мая во внимание, что T(t') получим, что условия (1) и (2) тож­
дественно удовлетворены, а условие (3) принимает вид

оо
sh t ch t — t (sin 2a)/2a „_itx л ha M _

sh21 — t2 (sin2 a)/a2 2k ^X>e/2л J
■—oo

(6)

где /(л) — заданная функция, экспоненциально убывающая на бесконеч­
ности, Ф1(1!) — преобразование Фурье функции

X

<рх (х) = a easT^ (eas) ds-----
—оо

Легко видеть, что
- ИФХ (0 = Т (0 - - оо <0< оо.

е2лх
Если в уравнение (6) вместо 4 Be с ———- подставить 4 Re с ^лх ,

О < е < 2л, и применить преобразование Фурье, то получим

shfcht— i(sii2a)/2a ,Т1 ,.ч . ha ,
sh2 t — t2 (sin2 a)/a2 ' & + ^ГФ^~ =

= E(0------- — 8ZReC-------- , — oo<£<oo,
У 2л sh 1/2 (t + is)

(7)

(8)

где

F(«) = ра

Следовательно, рассматриваемая задача сводится к следующей: найти 
функцию Ф^гг), w = t + ix, аналитическую в полосе — a < Im w < a 
всюду, за исключением одной точки, где она может иметь полюс первого 
порядка, исчезающую на бесконечности и удовлетворяющую равенству (8).

Легко показать, что коэффициент задачи (8) можно представить в сле­
дующем виде:

. sh t ch t — t (sin 2a)/2a ., A 0 ~ ia^sh 2a iCt)
£ —zrr ---- г—', :"o~.x — = it--------------------- ------------ »sh31 — t2 (sin2 a)/a2 X(t)sh-^-t

X (w) = <

’ 00

ехр(~27Г ln.G(/)cth-^(i — w)dt \ a

00

GWexp(lT7 $ bG(i)cth-^-M^),
— 00

G, v sh w ch' w —~rw (sin 2a)/2a ., л 
(w) = -----------------■>, ■ , 9 th-r- w.' ' sh2 w — w2 (sin2 a)/a2 2a

(9)

— Q Im w a;

(10)
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Применяя формулы Сохоцкого — Племеля, легко убедиться, что 
X(w) — аналитическая функция в полосе — а < Im w < а, кроме точки 
w0 — ixo, где через и>0 обозначен корень функции G(w).

Пусть [3 — корень уравнения tg2{3 = 2^ (р « 2,247). Если а < р, тогда 
То > а. Если а > р, тогда т0 < а.

Отсюда следует, что если а < р, то X(w') аналитическая в полосе 
—а<1тгр<а; если [3 < а, тогда функция X(w) в точке m = гт0 имеет 
полюс первого порядка.

Введем обозначение

—-------= ^(w), —a<^Imw<(a. (И)
sh w ■ X (w)

Тогда, согласно равенству (9), граничная задача (8) примет вид

(a + ft) V, (t) + -g- (t - ш) =----- (г* + аИ(Оя +
X (I — га) ch I

| 8 Re с (t — га)
1 _ Jt ’

У2л ch ~2~ * sh х/з (г + ге) X (t — га)
(12)

— оо t оо.

Отсюда, произведя обратное преобразование Фурье и переходя к пределу 
при е -* 0, получаем

%(ж) —а^1-|--^-е0^'ф1(а:) = /1(а:), — оо<т<оо, (13)

где i|h (т) — обратное преобразование Фурье функции T’i(t), а Д(т) — за­
данная функция; Л(т) аналитически продолжима в полосе 
— л / (2a) — */г < Im z < л / (2a) + V2 и удовлетворяет условиям

lim|/i(z)| = с17
X—*30

lim e~ax\f1(z)\ = с2,
Х-*—оо

Ci и с2 — постоянные.
Исчезающее на бесконечности решение дифференциального уравнения 

(13) дается формулой

— оо <Z< оо. (14)

Легко показать, что функция ч|ц (т) аналитически продолжима в полосу 
— ’/г — л / (2a) < Im z < л / (2а) + V2 и экспоненциально убывает на бес­
конечности с порядком а.

Отсюда вытекает, что функция Мг1(г^’) аналитическая в полосе 
—a < Im w < а и экспоненциально убывает на бесконечности с порядком 
’/г + л / (2а).

Из равенства (11) следует, что функция Ф1(м>) аналитическая в по­
лосе —a < Im w < а и экспоненциально убывает на бесконечности. В слу­
чае, когда а> р, функция ФДгр) в точке и>0 имеет полюс первого порядка. 
Таким образом, задача решена.

Теперь легко показать, что при a < [3 касательное напряжение тЕп огра­
ничено в точке 5=0; при a = {3 оно в этой точке имеет логарифмическую 
особенность; если же a > (3, то имеет место представление

_ TEn = m5t»/a-1 + (p2(5),
где т = -ЬчЛ lim т (т) (т0 — т), <р2 (5) ограничена в окрестности точки 

а
ё = о.
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Легко показать, что 1 — т»(а) / а — строго растущая положительна; 
непрерывная функция в интервале р < а < 2л и имеют место равенств;

То (а) / а = ’/г при а = л, т0 (а) / а = ’А при а = 2л.

Отметим, что рассмотренная задача в случае полуплоскости исследова 
лась в работах (3, 4) способом, отличным от приведенного в этой работе 
Тбилисский математический институт Поступил;
им. А. М. Размадзе 23 X 197;
Академии наук ГрузССР
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