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НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ
{/(а)£«)}“=о

Через Ая, 0 < R °°, обозначим пространство всех однозначных и ана­
литических в круге | z | < R функций с обычной топологией (т. е. тополо­
гией компактной сходимости) (*). Отметим далее, что вопросу полноты в 
пространствах Ая (а также и в других аналитических пространствах) си­
стем функций вида {/(aflz)}“=o посвящена обширная литература (см., на­
пример, соответствующие работы А. О. Гельфонда, А. И. Маркушевича, 
И. И. Ибрагимова, Б. Я. Левина и других математиков). Вполне естест­
венно, что во всех известных результатах о полноте таких систем суще­
ственно используются различные свойства последовательности

В этой заметке рассматривается вопрос о полноте в пространствах Ап 
системы {/(a*z)}“=o в предположении, что /(z)—целая функция (т. е. 
/(z) еА„) порядка р и типа о (0 < р, о<°°), а числа последовательности 
{оц}Г=о исчерпывают все нули другой целой функции g(z), порядок и тип 
которой обозначим соответственно через pi и щ (0 < р,, щ < «>). Наша за­
дача — нахождение различных соотношений между числами р, о, рь о15 при 
которых {/(айг)}Г=о является полной или же неполной в Ая. Поэтому 
естественно, что в получаемых утверждениях свойства последовательности 
{as}T=o фигурировать уже не должны.

Заметим вначале, что мы впредь будем требовать, чтобы все тейлоров­
ские коэффициенты /п функции /(z) были отличными от нуля, поскольку 
это условие необходимо для полноты системы {/(айг)}/П=о в пространствах 
Ar. Кроме того, в некоторых случаях нам приходится предполагать также 
существование предела.

lim nlip | /„ |1/п.= (оер)г р. (*)
n->oo

Положим ^n — gn/fn, n = 0, 1,...; здесь gn — тейлоровские коэффи­
циенты функции g(z). Легко подсчитать, что при выполнении условия (*) 
имеют место следующие равенства:

ТТ- . I Р1< р.
П-»оо 1 I (О1/о)1р, р! = р.

Следовательно, с помощью последовательности {Yn}/T=o можно по­
строить (2) линейный непрерывный в Ап (R — произвольное при pi < р и 
R > (oi / о)1/р при pi = р) функционал, аннулирующийся на всех функци­
ях системы {/(ctftz)}£L0. Поэтому мы легко убеждаемся в справедливости 
следующих двух утверждений.

Теорема 1. Если pi < р и выполнено условие (*), то система 
{f (ahz)}^=0 не полна ни в одном из пространств АП, 0 < R

Например, если условие (*) выполняется для целой функции /(z) пер­
вого порядка нормального типа, то система {f (тг2г)} £°=0 не является пол­
ной ни в одном из пространств Ап, 0 <R (в этом случае можно поло- 

, . sin л jAz \жить g(z) =-----—1.
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Теорема 2. Если pt = р и выполнено условие (*), то система 
{/(а*г)}?° не полна ни в одном из пространств АП, для которых 
R> (щ/о)1/р.

Замечание 1. Очевидно, что если {aft}“=0—нули целой функции 
/(z), то система {f(aiiz')}™=0 также не может быть полной хотя бы в одном 
из пространств AR с R > 1 ни при каких дополнительных условиях.

Замечание 2. Известно (3), что если /(z) — целая функция первого- 
порядка и типа о, то система {/(nz)}^=0 полна в каждом АП с R < л / а. 
Полагая g(z) = sinnz, мы убеждаемся в том, что при выполнении условия 
(*) R = n/ о является в то же время максимальным радиусом полноты 
рассматриваемой системы.

Как видно из теоремы 2, при Pi = р> остается открытым вопрос о полно­
те системы {/ (айг)}“=олишь в тех пространствах Ал, для которых 
2? С (о, / о)1/р, хотя кажется вполне вероятным, что ответ на него (по- 
крайней мере для дробных р) должен быть положительным. В пользу этой 
гипотезы говорит, например, следующее утверждение (по этому поводу 
см. (4), стр. 284).

Теорема 3. (Б. Я. Левин). Пусть последовательность {a&}£L0 обра­
зует правильное множество, a g(z) совпадает с его канонической функ­
цией и имеет постоянный индикатор.

Тогда система {/(aftz)}^_0 полна в каждом пространстве Ах с
< (<ц / о)1/₽.

Любопытным в связи с этой проблемой кажется и такой результат.
Теорема 4. Если р — дробное число, pt = р и о = 0 (а щ #= 0), то 

система {/(a*z)} “=0 полна, в каждом пространстве Ап, 0 < R
Доказательство. Пусть некоторый линейный непрерывный в про­

странстве Ап, 0 < R < <х>, функционал аннулируется на всех функциях си­
стемы {/(aftz)}“=0. Это равносильно (2) существованию такой последова-

оо

тельности {Yn}“=0, lim | уп |i> = у < R, что 2 = 0, /с = 0, 1, ... От-
n-*°° п=0

оо

сюда следует, что функция <р (z) = 2 fn^n^ Целая, ее порядок р либо 
!■ П=0
меньше р, либо равен р, но тогда тип в сгур = 0 < щ. Кроме того, 
ср (at) = 0, к = 0, 1,... Но так как pi — дробное число, порядок pi функции 
g(z) совпадает с показателем т сходимости ее нулей ((4), стр. 39). Поэтому 
из очевидных соотношений р Э® г Э* т = р, = р 5= р, где т — показатель 
сходимости нулей функции cp(z), следует, что р = р и, таким образом, 
о = 0. ,

Предполагая, далее что ср (z) О (это условие равносильно неполноте 
системы {/(aftz)}£L0), рассмотрим целую функцию /i(z) =cp(z) /g(z), т. е. 
положим <p(z) = g(z) • h(z). Так как ((4), стр. 27) верхняя плотность Аф 
нулей функции <p(z) подчинена условию А„ еро, то Аф = 0. Поэтому, учи­
тывая очевидное неравенство Ag Аф, мы должны заключить, что также 
Ag = 0 и тем самым ((4), стр. 64) функция g(z) должна иметь минималь­
ный тип. Последнее же приводит к противоречию, поскольку о1 > 0. Тео­
рема доказана.

Обратимся еще к случаю pi > р. Если pt — дробное, то при любом R, 
0<R<°o, тождество <p(z) ^0 (см. доказательство теоремы 4) сразу 
следует из соотношений т'^т = р1>р>р. Следовательно, верна

Теорема 5. Если р4 — дробное число и pt > р, то система {/ (atz)}(°LQ 
полна в каждом пространстве Ал, 0 < R < <».

Что же касается случая pi р при целом р4, то эта ситуация намного 
сложнее, и дать определенный ответ на вопрос о полноте системы
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{/(aftz)}^=0 невозможно. Действительно, умножая функцию g(z) на 
exp (р (z)), где р (z) — некоторый многочлен, мы получим новую целую 
функцию ф(г) с теми же нулями {аь}к==0. Но порядок рф функции ф(г) 
будет, вообще говоря, отличным от р,. Поэтому, например, может случить­
ся так, что хотя р! > р, но рф < р, и система {/(aAz)}£°=0 ие полна при вы­
полнении условия (*) ни в одном из Ап, 0 < R °°, или же рф будет одно­
временно дробным и большим, чем р, а соответствующая система — полной 
в любом Ап, 0 < /? < °C. Поэтому, не прибегая к помощи других величин, 
кроме р, о, р, и cfi, формулировать теоремы о полноте системы {/(akz)} “=0 
в случае целого pt и р, > р нельзя.
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