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Формула узкого исчисления предикатов с равенством, имеющая пред­
варенную дизъюнктивную нормальную форму без отрицаний, называется 
позитивной. В настоящей работе рассматриваются позитивные форму­
лы на свободных полугруппах. Предполагается, что сигнатура содержит 
знак полугрупповой операции и множество образующих полугруппы, выде­
ленных в качестве констант. Ю. И. Хмелевский (’) построил алгоритм, по­
зволяющий для любой позитивной формулы Ф с константами «1, а2, ■ . . , ап 
и с приставкой типа Э3 определить, истинна ли формула Ф на свободной 
полугруппе с образующими at, а2, ... , ап.

Основной результат настоящей работы составляет следующая
Теорема 1. Не существует алгоритма, позволяющего для произволь­

ной формулы Ф вида
(3z1)(V!/)(a^3a:4)(\/ Wi = Vi

4=1
где Wi, Vt — слова в алфавите {xt, х2, х3, Xi, у, at, а2, а3}, определить, истин­
на ли формула Ф на свободной полугруппе с образующими at, а2, а3.

Знак будет означать далее графическое равенство, знак =^= равен­
ство по определению; G = <ab а2; At = Bt, ..., Ап = Вп> — конечно-опре­
деленная полугруппа, заданная образующими щ, а2 и определяющими со­
отношениями А, = Bi,... ,Ап = Вп, и при любом i слова At, В, непустые; 
Пт = <«!,. .., ат> — свободная полугруппа с образующими at,. .., am. 
Если Vi, V2 — слова из П2, то Vig У2 означает, что У, равно У2 в полу­
группе G.

V (у wазУаз = zasx1Aix2a3x1Bix2a3j:3^ ,

PG(x, у) (З^о) (Vz) (Ях1Х2Хз')%\азХа3Хо, У, Xi, Х2, Хз, ъ).

Лемма 1. Если У,, V2 — непустые графически неравные слова из П2, 
■то VigV2 тогда и только тогда, когда формула PG(Vi, У2) истинна на по­
лугруппе П3.

Доказательство. Если W, Z — слова из П3 и W непусто, то фор­
мула (3a;1a;2z3)?l1 (ТУ, Z, xt, х2, х3) истинна на полугруппе П3 тогда и толь­
ко тогда, когда слово Z не является собственным началом слова W.

Пусть Vt, У2 — непустые графически неравные слова из П2 и УД У 2- 
В полугруппе П2 существует такая последовательность слов Yo, Yi,..., Ym, 
что для любого г, 0 С i + m — 1, найдутся такое / и слова Xt, Х2, что 
Yi^XiA;X2, Yi+t^XiBiX2 (считаем, что m>3), и У» V., Ym^V2. 



Возьмем Хо Yta3Y2a3... a3Ym-l. Покажем, что на полугруппе П3 истин­
на формула

(Vz) (^XiXzXs'WtasViasXo, V2, xt, x2, x3, z).

Пусть Z — произвольное слово из П3. Если на П3 формула
9lj (азУ^зХо, Z, xlt х2, х3)У (у азУ^Хд = Za^

ложна, то найдется такое У, что a3Via3X0 Za3Y, такие числа t, j слова 
Ai, А2, А3, что а3Ущ3Х0а3У2а3-2-Za3Yta3Yt+la3X3 и Yt ~ XiAjX2, У1+1 — 
X Х,ВХ2. Поэтому на П3 истинна формула

(З^ЖзаУЗЦазТЛазАо, Vz, х,, х2, х3, Z).

Так как Z — произвольное слово из П3, то на П3 истинна формула 
PG(V,, У2). Обратно, если Vt, V2 — такие непустые слова, что формула 
-Р; (У1, У?) истинна на Г13, то нетрудно показать, что в полугруппе П2 най­
дутся такие непустые слова Zi,...,Zm, т > 3, что Яз1ЛазАоазУ2в3 
д: a3Zma3Zm^ia3... a3Z,a3 и Zm з: У,, Z,ts:V2. Пусть при любом г, удовлет­
воряющем неравенствам 1 =С i < i /гг, Z^Z,, покажем, что тогда Z(gZi. 
Возьмем Z — a3Zma3... a3Zt+l при т > t и Z — пустое слово при m = t. 
Тогда ЯзУщзАо Za3y при некотором У, поэтому формула

(^хгх2хз) ^ДадУ^зАо, Z, хх, «2, ж3) у (у адУ^Хд = Za^

ложна на П3, значит, найдутся такие слова X,, А2, А3 и число г, что 
ггзУ1/г3Ао/гзУ2сг3 — Zd3X iA{X2ct3X iB iX2ct3X3.

1) Если в слова Аъ А2 не входит буква а3, то Z, з: Х,А {Х2, Zt-t з: Х,В<Х2, 
тогда ZiqZ\—1, а так как Z/_igZi, то Z/g Z,.

2) Если в Aj входит буква а3, то найдется I < t такое, что Zt з: Z, и 
• 1ЯТЬ Z;G Z,.

3) Если в Ai не входит буква а3, но А2 з: Ала3Ап и в Ап не входит а3, 
т найдется I < t такое, что Z( з: А124,АЛ, Z( з: ХЛгХ^ и опять Z(gZi. Лем­
ма 1 доказана.

Взяв в качестве G конечно-определенную полугруппу с тремя опреде­
ляющими соотношениями с неразрешимой проблемой тождества, получим 
доказательство теоремы 1.

Символ (Уz < ы) означает «для каждого z, являющегося 
бственным началом и/,...».

55 (w, z, z0, хъ х2, х-з, x,y)^[w = а3ха3х0 & Цу w = za^ V 

/ 2n
у V wasya3 = газХтА^азХ-^ХгазХз

4=1
Pg (x, у) (Яг//) (Vz < w) (Яздад) ® (“S z, *0, ^i, ^2, x3, x, y).

Л e м м a 2. Если Vt, V2 — непустые графически неравные слова из П2, 
то У/ГУ г тогда и только тогда, когда РВ'(У,, V2) истинна на полугруппе П3.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.
Если А — слово из П3, то д(А) — длина слова А, ср (А, г) (при 0< / С 

< ' А’)) — начало длины i слова А.
Теорема 2. Не существует алгоритма, позволяющего для произ- 

еольной дизъюнкции уравнений W (w, z, xt, х2, х3, х,,) вида V (ш, z, х,, х2, 
8

г.) з: ( /w.p с;,), где ищ Vt —слова в алфавите {w, z, х,, х2, х3, xt, а,, 
i=i

с-. .7 } , определить, существует ли такое слово W в П3, что система дизъ­
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юнкций уравнений
ччж, ф(ж, о),

<р(Ж, 1), xu,...,xlt),

Ф'ДУ, Ф(Ж, Z), жг1,...,яг4),
где I d(W) — 1, имев?1 решение х01,... ,Хц в П3.

Доказательство сразу получается из леммы 2, если взять G с 
неразрешимой проблемой тождества.

П3* — свободная полугруппа без пустого слова с образующими а4, а2, «з-
Теорема 3. Не существует алгоритма, позволяющего для произволь­

ной позитивной формулы без констант Ф с приставкой типа Я4 V Я7 опре­
делить, истинна ли Ф на П3*.

Теорема 3 доказывается аналогично теореме 1. Интересно отметить,, 
что для позитивных формул без констант с приставками типа Я™¥; УЯтаг 
где тп — любое натуральное число, существует алгоритм, решающий воп­
рос об истинности этих формул на полугруппе П3*.

Теорема 4. При т> п существует алгоритм „, который по про­
извольной формуле Ф (а:,,. .., х,) с единственными свободными перемен­
ными Xi,. .., xt и с константами щ,..., ат строит позитивную формулу 
91 п(Ф) (ат, ... ., а?() с теми же самыми свободными переменными хи... 
..., xt и с константами а,,..., ап такую, что для произвольных слов Xi,...

Xt из П„: формула Ф (Л\,. . . , Xt) истинна на Пт тогда и только тог­
да, когда формула 91,,,. „(Ф) (срАД,. .., фХ() истинна на П„, где ф — вложе­
ние полугруппы Пт в полугруппу П2, при котором ера, з: а2аРа2.

При любом и > 2 и любом тп можно построить такую позитивную фор­
мулу F(x; Vi,... , vm) с константами щ,.. ., ап и со свободными перемен­
ными х, vt,..., vm, что для произвольных непустых слов Vi,..., Vm полу­
группы П„: слово X полугруппы П„ принадлежит подполугруппе полу­
группы П„, порожденной словами УД,..., Vm тогда и только тогда, когда 
формула У(фХ; фУ4,..., фУт) истинна на полугруппе П„.

В позитивной теории полугруппы П2 выразимы следующие свойства 
конечно определенной полугруппы: «быть конечной», «быть хопфовой»г 
«быть простой группой», для пары конечно определенных полугрупп: 
«быть изоморфными полугруппами».
Тульский педагогический институт Поступило
им. Л. Н. Толстого 24 X 1972:
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