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Проблема математического описания гистерезисных нелинейностей 
уже давно привлекает внимание исследователей (см., например, (1_19)). 
Задача осложнена тем, что один и тот же термин «гистерезисная нелиней­
ность» применяют при изучении разных явлений. В последние годы 
М. А. Красносельский и группа его учеников последовательно развивают 
точку зрения, при которой гистерезисная нелинейность трактуётся как 
специальный нелинейный оператор, определенный и непрерывный на не­
котором функциональном банаховом пространстве. Основная идея 
М. А. Красносельского заключается в том, что феноменологическая мо­
дель рассматриваемого явления определяет закон отыскания выходных 
сигналов при входных сигналах, образующих какой-либо класс простых 
функций (наиболее часто для кусочно-монотонных функций); если фено­
менологическая модель «разумна», то рассматриваемое соответствие меж­
ду входным и выходным сигналами определяется фиксированным нели­
нейным оператором в естественном пространстве входных сигналов. 
Указанный оператор (оператор-гистерал) должен обладать свойством 
непрерывности.

В (19) исследованы широкие классы статических гистерезисных не­
линейностей, определяющих гистералы в пространстве непрерывных 
функций; приведенная там теорема идентификации полностью описывает 
эти классы.

В настоящей работе автор предпринимает попытку описать классы 
гистерезисных нелинейностей, которые порождают непрерывные гистера­
лы в пространстве S абсолютно непрерывных функций.

1. Пусть й — такое связное множество в плоскости {и, х}, что при 
любом По его пересечение со (щ) с прямой и = и0 непусто и является про­
межутком. Пусть каждым t0, Хое (—°°, °°) соответствует оператор 
И7[i0, ж0], определенный на кусочно-монотонных управлениях w(i), t > t0, 
удовлетворяющих условию {м(^),ж0} *= Й, значениями которого являют­
ся непрерывные функции x(t), t t0, причем x(t0) = х0 и x(t)} е Й,
t > t0.

Пару, состоящую из множества й и семейства операторов W[t0, ж0], 
будем называть гистероном, если операторы W[t0, ж0] обладают полу- 
групповым свойством: для любого кусочно-монотонного управления u(t)

W[t0, x0]u(t) = n’[ii, W[t0, x0]u(h) ]u(t), to i, < t.

Приведенное определение гистерона эквивалентно определению из (19).
Ниже предполагается, что операторы W[t0, х0] вольтерровы, т. е. зна­

чение функции W[t0, x0]u(t) на каждом конечном промежутке [£0, ii] 
определяется лишь значениями управления u(t) на том же промежутке. 
Легко видеть, что участвующие в построениях работы (19) операторы 
И7[i0, Zo] всегда вольтерровы.

Ниже через iSfio, Т] обозначается пространство абсолютно непрерыв­
ных на [i0, 71] функций г/ (Z) с нормой

т 
h(0l|=l?/(<o)| + $|?/' (T)|dT.
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2. Пусть промежутки со (и) конечны п замкнуты, причем их верхние 
и нижние концы образуют графики абсолютно непрерывных на каждом 
конечном промежутке функций 7+(п) и 7-(и). Будем считать, что на 
внутренних точках промежутков н»(п) определены две измеримые по и п 
непрерывные по х функции <р((м, ж) и cpr (iz, х), ограниченные на каждом 
ограниченном множестве. Введем в рассмотрение определенную при поч­
ти всех и, всех х и при к = — 1, 0, 1 функцию f(u, х, к) при помощи ра­
венств

/(и, х, 1) =

min {-JT Y-(ы)> Фг Iм, ¥-(“)]} при х<у_(и), 

ф((п, а:) при у_ (и) < х < у+ (и),
тах|-^-у+(и), фг[м,у+(и)]} при х> у+(и);

/(и, х, 0) =0;

max у_ (и), фг [и, у_ (и)]} при х < у_ (и), 

фг(щж) при у_ (w/< а; < у+(и),
min 1-^- Y+ <Pr Y+ при ж >Y+ («)•

Рассмотрим интегральное уравнение
t

х (t) = х0 \ f [и (т), х (т), sign и' (г)] и’ (т) dx. (1)

Будем говорить, что функции ф((м, х), и фг(п, х) образуют правиль­
ную пару, если они удовлетворяют следующим односторонним условиям 
Липшица: при х, у е= ® (п), | и | =< N

(ж-у)[фг(п, х) -ср,(и, у)] >— Z(2V) (х-у)2, (2)

(ж-у)[фг(и, х) -фг(и, у)] L(N) (х — уУ. (3)

Если w(i), t Т,— абсолютно непрерывная функция, то из прин­
ципа сжатых отображений (и несложных дополнительных построений) 
вытекает, что при выполнении условий (2) и (3) интегральное уравнение 
(1) имеет единственное определенное при i6 [Б, Т] решение х(У), кото­
рое мы обозначим через

x(t) = ГЕ[Б, x0]u(f). (4)

Пара, состоящая из области Q и операторов (4), является гистероном.
Отметим, что оператор W[to,Xo] можно определить при более слабых 

ограничениях, чем (2) и (3) (например, можно было бы воспользоваться 
односторонними условиями Осгуда).

Обозначим через £Dl(£0, tt; х0) множество определенных на [Б, Б] 
абсолютно непрерывных функций w(i), удовлетворяющих условию 
х0 е (£>[u(to) ]. Очевидно, 5И(Б, tt; х0) <= 5[Б, Б]-

Теорема 1. Пусть функции q>i(u, х) и фг(п, х) образуют правильную 
пару. Пусть функции 7-(») и 7+ (и) удовлетворяют на каждом конечном 
промежутке условию Липшица.

Тогда оператор W[t0, ж0] непрерывен на 5ЭТ(Б, Б; х^) как оператор, 
действующий в пространстве S[t0, Б].

При конструировании гистерона, изученного в теореме 1, мы определя­
ли значения операторов W[t0, ж0] как решения уравнения (1). Значения 
этих операторов на гладких кусочно-монотонных управлениях можно оп­
ределять непосредственным геометрическим описанием, как это обычно 
делается механиками и физиками (см., например, (и, 12)). Если восполь­
зоваться таким геометрическим описанием, то теорема 1 будет означать, 
что определенные на кусочно-монотонных и гладких управлениях опера­
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торы W[i0, Zo] допускают продолжение по непрерывности в смысле мет­
рик пространств S[i0, К].

Теорема 1 означает, что выходной сигнал х(Т) мало меняется, если 
на управление u(i) накладывается шум, малый по норме пространств 
■?[£0, М; следует подчеркнуть, что в общем случае выходной сигнал изме­
нится значительно, если известна лишь малость шума по амплитуде.

Рассмотрим два предельных случая теоремы 1.
Если Y-(w) =у+(и) =7(14), то оператор (4) превращается в обычный 

оператор суперпозиции
Wu(i) =Tf[w(i)]. (5)

Из теоремы 1 следует, что оператор (5) непрерывен в 5[i0, ij, если 
он действует в этом пространстве или, что то же, если у (и) удовлетворяет 
условию Липшица. Этот факт, возможно, не отмечался, хотя теории опе­
ратора суперпозиции посвящена значительная литература (см., например, 
(20)). Полученный результат аналогичен известной теореме М. А. Крас­
носельского, которая гласит, что оператор суперпозиции непрерывен в 
пространстве Lp, если он действует в этом пространстве.

Второй крайний случай возникает, когда Q совпадает со всей плоско­
стью. В этом случае решения уравнения (1) совпадают с решениями 
дифференциального уравнения

dx _ <P|(»^) + <Pr(K,g) du , —<Pr (“.*) I du I
dt 2 dt 1 2 I c/t I ' '

(cp. (’“)). Отметим, что решения уравнения (6), как и решения уравнения 
(1), определены при почти всех значениях t. Как мне сообщил М. А. Крас­
носельский, в выступлении на одном из семинаров А. Ф. Филиппов указал, 
что для анализа зависимости решений уравнения (6) от управления a(i) 
в пространстве S[t0, i, ] можно применять специальные теоремы из (2‘) о 
непрерывной зависимости решений от параметра. Подчеркнем, что в усло­
виях теоремы 1 применение такого аппарата затруднено наличием у 
функции /(и, х, к) разрывов по х.

3. В этом пункте обсуждается вопрос об условиях, при которых опера­
торы РГ[ t0, #о] удовлетворяют условию Липшица.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть функции 
ф;(п, х) и <рг(щ х) удовлетворяют по переменной х локальному условию 
Липшица.

Тогда операторы ТИ[£0, а?0] удовлетворяют на каждом множестве 
9Jl(i0, i(; z0) условию Липшица как операторы, действующие из простран­
ства 5[i0, ij в пространство непрерывных функций C[t0, ij.

Ситуация усложняется, если рассматривать операторы PE[t0, х0] как 
операторы в пространствах >5[С, ill; примеры показывают, что PE[i0, ж01 
может не удовлетворять условию Липшица даже в тех случаях, когда все 
четыре функции У-(ц), 7+(а), Ф<(щ х), фг(м, х) «хорошие». Мы сформу­
лируем лишь две простейших теоремы.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем функции 
■у_(п), 7+(н), фг(щ х), фг(щ х) не зависят от и.

Тогда операторы W[t0, я0] удовлетворяют условию Липшица на каждом 
ограниченном подмножестве множества 2)1 (i0, ib a:0) как операторы из 
5[i0, Л] в 5[i0, ij.

Теорема 4. Пусть при всех не (— со, оо) выполнено неравенство 
•у_(п) <у+(п). Пусть производные у_'(и) и ч+'(и) удовлетворяют ло­
кальному условию Липшица. Пусть, наконец, функции фг(и, ж) и фг(н, ж) 
удовлетворяют локальному условию Липшица по совокупности перемен­
ных и и х.

Тогда операторы W[t0, х„], рассматриваемые как операторы из S[io, К] 
в S[i0, ij, удовлетворяют условию Липшица на каждой ограниченной ча­
сти своей области определения.
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Отметим, что как теорема 3, так и теорема 4 охватывают гистерезисную 
нелинейность, возникающую в модели Прагера — Ишлинского упругопла­
стического тела (см. Д1-1’)).

4. При доказательстве приведенных выше теорем автор использовал 
ряд свойств семейств абсолютно непрерывных функций. Приведем форму­
лировку одного полученного результата.

Теорема 5. Пусть последовательность заданных на [0,1] функций 
r.,(t) сходится в МОД] к функции x,(t) е 5[0,1]. Пусть Е — любое изме­
римое подмножество вещественной оси.

Тогда справедливо равенство

lim \ [|хп(т)[ + |а:Дт)|]с/т = 0,
П-> ОО L- п

где Fп — симметрическая разность прообразов множества Е относительно 
функций xn(t) ux,(t).

5. Автор благодарен М. А. Красносельскому за множество ценных со­
ветов.
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