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Пусть имеется N игроков и N произвольных множеств Х2,..., XN, 
па прямом произведении X = XtX Х2Х.. .X XN, которых определены N 
ограниченных функций /t (^),..., /х(ог), где х = (xh х2,..., xN). Каждый 
i-й игрок стремится обеспечить sup/г(ж). Игроки могут объединяться в 
любые коалиции, но ни один из них не может участвовать одновременно в 
двух и более коалициях. Через Рк обозначим коалицию из к игроков. Сум­
марный выигрыш коалиции fpk = £ ft может быть разделен между пг- 

роками произвольным образом. Обозначим через ф1^), .. ., фх(-гл) страте­
гии игроков 1, 2,..., А соответственно, принадлежащие некоторому клас­
су Ф (например, классу конечно-аддитивных нормированных мер), а че- 
;р.ез фрА = {фрл , ..., фрй} — стратегию коалиции Рк. Пусть JP]i (ф‘,..., фх) 

N
представляет собой осреднепное по мере ф = Ц Ф* значение функции 

-;=i
/pfc, когда игроки применяют стратегии ф‘(ж4),..., фх(жк).

Назовем стратегию фРк оптимальной гарантирующей стра­
тегией коалиции Рк, если

inf JPk (tppk, <fpN-pk) = sup _ inf Jpk (фрй, фрдг-р^. (1)
^N-Pk Vpk ^P^-Pk

Если равенство (1) в доступном игрокам классе Ф не имеет места, мож­
но ограничиться е-оптимальными стратегиями фР(£, которые мы условимся 
также называть гарантирующими, а соответствующую верхнюю 
грань платы /Р/с — е-г арантированным доходом. ■

Следуя (1_3), функцию 
у (Л.) = sup inf /рА(Фрй,Фр5_РЛ) (2)

’Pft’PN-Pfe

назовем характеристической функцией игры. Функция 
v(P„) определена на множестве (А) всех возможных коалиций Рк. 
В (’>2) показано, что v (Рк) — нормированная супер-аддитивная функ- 
щия, т. е.

к(0) = 0; v(Ph U Л) > к(Л) + и (Pl), если А Л = 0. (3)

Каждый к-й игрок, действуя самостоятельно, с любой точностью гаран­
тирует себе величину

p(/c) = sup inf Л(Ф*,Фрл-р,). (4)
v* *PN~Pi

N
Если 2 v (к) = v (Pn), игра называется несущественной (‘ 3); в 

k=i
этом случае игрокам нет смысла образовывать коалиции, так как в соста- 
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не ни одной из коалиций они не смогут гарантировать себе выигрыш боль­
ший, чем v(к). Решение несущественной игры вполне определяется усло­
виями (4) (‘,2). Определим понятие решения в существенной игре, т. е. 

N
в игре, в которой 2 v(kXv (Pn) . Рассмотрим функцию 

Л=1
мло =- 2 ^(о1=4"Дг;(р*)- (5)

L J

Лемма 1. Функция л обладает следующими свойствами:
1) л 5= 0;
2) л (к) = 0,k = l,...,N.
Свойства 1), 2) следуют из определения функции л и из свойств 

функции и.
Лемма 2. Функция л (Pft) определена, ограничена и достигает макси­

мума на множестве коалиций.
Действительно, ограниченность ее есть следствие ограниченности 

функций Д, i = l,...,N, а последнее утверждение следует из того, что 
множество значений функции л конечно.

Если через еДРл) обозначить долю i-ro игрока от полного гарантиро­
ванного дохода v(Pk) коалиции Ph, то трансферабельность игры означает, 
что всегда можно так разделить ДсДА,), что

е.((РА) > p(i), iePt. (6)

Аксиома 1. i-й игрок (i<=PN — Pk-i) заинтересован вступить в коа­
лицию Pk-l только в том случае, если будет выполнено условие (6).

Аксиома 2. Коалиция Рк-< примет в свой состав k-го игрока, если

л(РА) >л(Р»_1). (7)
Первая аксиома утверждает, что игроку имеет смысл вступить в коали­

цию, если его выигрыш в ее составе не окажется меньше, чем в случае, 
когда он действует самостоятельно. Вторая аксиома утверждает, что в 
данную коалицию игрок может быть принят только в том случае, если 
средний доход членов коалиции при этом не уменьшится.

Определение. Коалицию Рк назовем оптимальной, если прием 
любого заинтересованного вступить в нее (с точки зрения получения на­
ибольшего дохода) (к + 1)-го игрока приведет к уменьшению значения 
•функции л (Рй).

Теорема. Непересекающиеся коалиции Ptil, Pj2, Рр,. . . являются оп­
тимальными в коалиционной игре с трансферабелъностъю в том и только 
в том случае, если они удовлетворяют следующим условиям:

л(Р-) — л (Р}) = шах л(Р6), P| = UPh

л(Р?) = л(Р2) = шах л(Р5), Psf)Pj = 0, Р? = иЯ;
Р3О/>(ДМ)

Л(Р’)=Л(Р1)= шах л(РД, Р,(]Р} = ф, Р3(]Р^ = ф, P'l = U Я- 
PjZ&fN-i-j)

При этом оказывается, что л (Р/) > л (Р,-2) > л (Pft3) > ...
Итак, в коалиционной игре с транферабельностью образуется последо­

вательность коалиций Р?, Р2, Pk, ■ ■ ■, средний доход членов в которых 
различен; причем образование коалиций определяется скорее интересами 
не тех игроков, которые могут обеспечить себе самостоятельно сравнитель­
но большой гарантированный доход (4), а интересами тех, кто своей стра­
тегией может сделать функции /, некоторых игроков достаточно болыпи- 
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мп, а также интересами этих последних. В общем случае образуется 
главная выигрывающая коалиция Р/, вторая, менее выигрывающая, коа­
лиция РД, третья и т. д., и, наконец, последняя, «проигрывающая» коали­
ция Pz, доход которой к(Рг) удовлетворяет неравенству

д(Р:)<р(Р„)-^(Р“),
а

причем z?(Pz)> 2 v (О, Ра ~ последовательность выигрывающих коали-

ций. В частном случае последовательность (8) может состоять всего из 
одного члена n(PN1); оптимальные (или е-оптимальные) стратегии игро­
ков в этом случае находятся из решения задачи определения верхней гра­
ни J Р ;у .

Понятие решения. Под решением коали ц и о н н о й игры 
с трансферабельностью понимается последовательность оптималь­
ных коалиций из (8) и соответствующий этой последовательности набор 
оптимальных (или е-оптимальных) гарантирующих стратегий

{фр1, Фрг, фрз, ■ • •, <Ppz}, (9):

удовлетворяющих (1), т. е. являющихся решениями некоторых антагони­
стических игр (двух лиц).

Следует иметь в виду, что в результате применения стратегий (9) каж­
дая Рр коалиция получает реализованный доход, не равный и(Р&). а не 
меньший, чем п(Р?).

Замечание 1. В (6) и (7) можно принять строгое неравенство. Это 
будет означать, что в сдучае л(РА) = n(Pft+1) (& + 1)-му игроку можно' 
играть единолично, причем это не изменит ни его дохода, ни среднего до­
хода коалиции РА; иначе говоря, в этом случае (к + 1)-й игрок образует 
отдельную «коалицию» с тем же средним доходом, что и в коалиции Рк.

Примечание при корректуре.
3 а м е ч а и и е 2. Если в игре оказывается, что

7Ру - [7р-(фР.>, ФрД ...)+...]= А7. > О, (10)

где JPN = sup 7рх(фр„), а <pPj, <рР 2, ... —последовательность оптимальных
PN

коалиций из (9), то для распределения между коалициями величины A7t. 
итерационно используется изложенная схема распределения дохода, со­
гласно которой из уже созданных коалиций РД РД... создаются новые- 
коалиции Qr', Qsl,..., для которых снова проверяется условие вида (10). 
И если окажется, что А72 > 0 (т. е. суммарный прирост доходов коалиций 
РД РД ... в составе коалиций Qrl, Qs',... равен (АЛ — А72)), то произво­
дится третий этап укрупнения; и так далее, до тех пор, пока на некотором 
k-м этапе не окажется А7а = 0. Очевидно, всегда будет A7i > А72 > .. - 
•.. > А7& = 0.

Замечание 3. Отличие полученного решения существенных игр от 
решения (*) обусловлено заменой соотношения предпочтения аксиомой 2.
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