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МАТЕМАТИКА

Г. П. НЕВАИ (ВЕНГРИЯ)

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА МНОГОЧЛЕНОВ, ОРТОНОРМАЛЬНЫХ 
С ВЕСОМ (1 +ж2*)ае-«<‘, И Их ПРИМЕНЕНИЯ

В ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 24 XI 1972)

Пусть v(x) — некоторая весовая функция, определенная на всей ве­
щественной оси. Обозначим через pn(v, х), п = 0, 1, 2, ..., многочлены, 
ортонормальные с весом п(х) на оси; фп(п, х, £) = рп_1(рД)р„(к, х) — 
— pn(v, g)р„_, (у, х), n = 1, 2,...,— квазиортогональные многочлены от пе­
ременной ж; — ближайший к точке | корень х, £), расположенный
между точками 0 и £ (если такого не существует, то положим |* = 0).

В настоящей заметке мы дадим оценку сверху для функций Кристоф- 
феля

г"-1 -]"1
(г, Ю = 3 Pi (V, |) , « = 1,2,...,

О =0 J

и для расстояния между нулями квазиортогональных многочленов 
Ап(п, £) = |, п = 1, 2,..., если весовая функция равняется
ш(а, /г, ж) = (1 + x2k)ae~x,K, k = 1, 2,... ; а > 0.

Обозначим через Р„, n = 1, 2,... , совокупность всех вещественных 
алгебраических полиномов лп(х) степени ниже п, Р„(£) состоит из тех 
полиномов л„(ж) еР„, для которых л„(£) 0; далее некоторое число со
штрихом будет означать целую часть половины данного числа. Под с и а 
будем понимать положительные конечные постоянные, зависящие лишь 
от параметров к а а. Константы с даже в одной и той же формуле могут 
принимать различные значения.

Теорема 1. Пусть к — натуральное, а — неотрицательное числа, оба 
фиксированные. Тогда при |§| < сга1/(2й) имеем

Х„(ш, £) < cra-1+1/(2/,)w(d, к, g), (la)

А„(ш, g) < с«_1+1/2й. (16)

Отметим, что для случая а=0 неравенство (1а) доказано в (‘), 
а (16) — в (2). На основе общих свойств ортогональных многочленов тео­
рему 1 легко вывести из следующего предложения. Пусть н(а, к, х) =0 
при —оо < х 0 и п(а, к, х) — x~'hw(a, к, Ух) при 0 < х <. °°.

Теорема Г. Если 0 g < сге1/й, то тогда

Х„(и, g) < с«-1+1/(2й,ш(а, к, У\), (2а)

A„(u, g) cVg«-1+1/(2fc>. (26)

Лемма. Существуют полиномы рп и тп из Р„, для которых

‘/зех р„(а;), 0 < а: е_3п, 0 p„(z) < ех, 0 х < °°, (3)

п = 1, 2,.. ., и при всех е > 0
V2(l + ж)_“/2 тДя) 2(1 + ж)_а/2, 0 < х < ем, (4)

если только n>nt(a,e).
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П—1

Доказательство. Легко видеть, что рп(о:) = 2 ~т~ Удовлетворяет 
v—o

неравенствам (3). Рассмотрим теперь функцию ср (ж) = (1 + ж2)_а/2. Вейлу 
теоремы Джексона, примененной к отрезку [—Vera, Pen], при всех 
n = 1, 2,... существует такой четный полином т„(а:) е Рп, что

| <р(ж) — f а(ж)| Ai~<a+i)/2 sup | <р([а+21)(х) [, [х]^Уеп,
—эо<^Х < оо

где d зависит лишь от а и е. Полагая т„(.т) = T2n(V;r), легко получить (4), 
ибо все производные функции ф (z) ограничены.

Доказательство (2а).
(см. С))

Исходим из известного представления

^n(u, £)= min к, x)dx. (5)
"nePn® о

В (*) доказано, что
оо ст№

п?т (х) х ',ге~хк dx е~ст л„ (ж) х ',2e~xk dx, лт ЕЕ Рт.
cmV^ 0

Отсюда
оо СП1/^

(х) и (a, A, х) dx \ л„ (х) и (а, к, х) dx ~р
0 0

оо
+ лп (х) (1 -р Xft)2“ +^->/2 (Jx

сп1-^
СП1/^

«/
0

(х) и (а, к, х) dx ~р е~сп Лп (я) (1 + zfe)2a +2я-12e~xk dx
0

anV^

2 \ л„ (х)и (а, к, х) dx, п'^п1(к,а). (6)
о

Из формул (3) —(6) следует, что

kn(u,l)^cw(a, к,У^) min л?(|) л^х) x~',2dx, 

значит,
Кп(и, В)<с У а п1^ w(a, к, min n?©X

«п'ЕРп'(£)
О

X л2< (an1* (х + 1)) (х 4- 1)~1/а dx <1 cn1'2" w (а, к, ]/ g) х

i
X min л„? (ga_1n_1* — 1) \ л„-(а:)(1 — x2y',2dx, OsCg<cnlfe.

nn<ePn<(^a->n_Vfe_i) -1

Этот последний минимум равняется значению в точке ga_1n_1/ft — 1 п'-й 
функции Кристоффеля веса Чебышева n(x) = (1 — х2)~1г, |ж| 1, о кото­
ром известно, что оно не превосходит сп-1, если только | £a_1n~1/A — 11 1
(см. (3)). Таким образом, неравенство (2а) доказано.

Доказательство (26). По неравенству Поссе (см. (3)) мы имеем 
при V > О

£
$ х~'к (1 + xk)n dx е^*к кп (и, %*) + е^к кп (и, £), 
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значит, в силу неравенства (2а),
е
Jx-*A(l + ^)arfx<c(14-^)ara_1+^), 0<£<cn1/ft. (7)
е

Если > V2g, то отсюда непосредственно вытекает (26), если же 
О < V С ’АВ, то в силу (7)

Е
J ar’/» (1 + xk)a dx^c(\-\- £*)" n-1+1/(2*), 0 < В < cn1,k,'

Е2

т. е. Yg < cn“i+I/(2W, и тем более справедливо (26). Если же V = 0, то 
£, < х2, где xt < х2 < ... < х„ — корни рп(и, х). Далее, согласно теории мо­
ментов Гамбургера — Стилтьеса (см. (3)), 0 < х2 < 1 при п>п2(к, а). 
Отсюда по неравенству Маркова — Стилтьеса (см. (3)) и по (2а)

xk
]/Е, О Yх2 с и (а, к, х) dx<^ с 2 ^п(щ •£?) <С<^~1+1/(2Ч

О 7=1,2
и (26) доказано и для случая V = 0.

Укажем теперь два применения теоремы 1 в теории приближения 
алгебраическими полиномами. Ниже под || • || будем понимать обычную 
норму в Li = Li( — % оо), а w(x) = w(a, к, х) = (1 + я2*) “е-1”1.

Пусть измеримая функция F(x) такова, что Fw L,. Обозначим через 
6n(w, F)= inf ||(F — nn)w||, n = l,2, ...,

nnePn

меру наилучшего взвешенного ^^приближения функции F (ж) при помощи 
полиномов из Рп, а через

со1 (w, F, 6) = шах || F (• + t) W (■ + 0 - Fw || +|| т (• 61/(2*+1) f^Fw ||, 
0<«8

6 > 0; т(ж) =min (1, |ж|), обобщенный взвешенный Д-модуль непрерыв­
ности функции F(x).

Теорема 2. Пусть к — 1, 2,... и a >0 фиксированы и F(x)—r = 
= 0, 1,... раз итерированная примитивная функция от F(r) (х). Если 
F{r}w <= Li, то тогда

(w,F)^ е^п~г^-ж^ (w, F(r\ n-W™), n>r.
Теорема 3. Пусть к, а и Е(ж) такие же, как и выше. Пусть далее 

функция Е(г) (гс) имеет ограниченное изменение на вязком конечном ин­
тервале и

оо

w(a, к, x)\idF('r>> (ж)|<^оо.
— ОО

Если |Е(ж) | < с(1 + ж2®) (—оо < х < s фиксированное натураль­
ное), то тогда для всех n(>2s) существуют такие два полинома рп и Рп из 
Рп, что

рп(х) ^F(x) <Рп(х), -ooCzCoo,
и

Н[Рп-р„М с
где константа Ъ не зависит от п.

Для частного случая а = 0 теорема 2 доказана в (*), а теорема 3 — 
в (2).
Математический институт Поступило
Венгерской Академии наук 16 XI 1972
Будапешт
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