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Пусть SO (п) — группа вращений в n-мерном эвклидовом пространстве 
Ип вокруг начала координат О. Случайное поле ц(ж) на Rn такое, что 
Л/|т](х) |2 < + °°, называется изотропным случайным полем 
(и.с.п.), если Мц(т) зависит только от расстояния между О и х (будем 
в дальнейшем считать, что Mt] (х) = 0) и

Jft](ga:1)T](ga:2) = Mt] (ж<) г] (ж2) (1)

при каждом g <= SO (п).
Предположим, что ц (ж) непрерывно в среднем квадратичном. Пусть 

Sn — единичная сфера в Ип, (г, и), и е Sn, — сферические координаты 
точки х, Sml(u) — ортонормпрованные сферические гармоники степени m 
(*),

h (m, п) = (2m+ п- 2) 2)! ml'

— число линейно независимых сферических гармоник степени т, (оя — 
площадь поверхности Sn.

В (2) показано, что и.с.п. представимо в виде
оо h(m,ri)

П СО = 2 2 Пт (г) slm (и), (3)
т=о 1=0

где
Mt\m (г) Т]т' (s) = бт 6(^т (г, в), (4)

bm(r, s) — последовательность положительно определенных ядер на 
[0, + оо) X [0, + °°) такая, что

оо

2 h (т, п) Ьт (г, s) < + ос. (5)
т=0

Корреляционная функция и.с.п. ц (ж) имеет вид
, °° £<n—2)/2 /cog д\

Мц(т)т](г/)==5(г, s, cos0) = — 2 h(m,n) т(п^~2 ; bm(r, s), (6)
n т=0 В)

где 0 — угол между радиус-векторами точек х и у, Ст~2)/2 (х) — много­
члены Гегенбауэра. И.с.п. ц(т) является однородным и изотропным тог­
да и только тогда, когда

_ «2 С Jm+(n-2)/2 ОО Jm+(n-2]/2 (As) /уч
om(r,s) — cn^ ^г)[п-2)/2 О)

где Jv(x) —бесселева функция первого рода, Ф(А-) — неубывающая функ­
ция, сп2 = 2п~Т(п / 2) пп,\
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Предположим, что на сфере 5„(г) радиуса г ъ R" наблюдается случай­
ное поле

N
I (г, и) = 2 asgs (г, и) + Т] (г, и), (8)

S—1

где а„ s = i, ..., N,— неизвестные параметры, gs(r, и) — известные функ­
ции, линейно независимые на Sn(r), t](z) — и.с.п. В заметке сформулиро­
ваны некоторые результаты относительно оценок as линейных, несмещен­
ных, имеющих минимальные дисперсии (в дальнейшем для краткости 
такие оценки будем называть оптимальными).

Пусть <3^5 (г) — замкнутое линейное многообразие, порожденное слу­
чайными величинами £(г, и), u^Sn, а Нг — гильбертово пространство по­
следовательностей

оо h{m,n)
с = |с„: ш = 0, 1, . . .; Z = 1, . .., 7i(m, и); 2 2 [ст12<+°°}

*• т—о 1=1 >

со скалярным произведением
, оо h(m ,п)

С2> = 2 2 cmi^m2^m (г ’ г)-
т=о 1=1

Лемма. Каждая случайная величина 'уе^(г) имеет вид
оо 7г(т,п)

у= 2 2 cUm(r), (9)
7П=0 1=1

где с = {ст!} s Нг. Соответствие у с является унитарным изоморфиз­
мом между (г) и Нг.

Пусть
gms (г) = \ gs (г, и) s’m (и) mn (du),

где mn(du) — лебегова мера на Sn, Предположим, что

ds е Нг, s = 1, .. ., N. (Ю)
Теорема 1. Если выполнено предположение (10), то оптимальная 

оценка а, имеет вид
N

®i=2a«i $ l(r, u)ls(r,u)mn(du), (11)
s=i ;sn

где asi определяется из системы линейных уравнений

а

2 asi <ds, ф> = 6;, j = 1, . . . , N,
s—1

ОО 7г(7П,П) i
k(r, «) = 2 2 -rir 7j~(u)-

m—0 1=1 ™1 ’

(12)

(13)

Дисперсия at равна Dai = (с», сг>, где
N

Cj = 2
s=i
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(14>

В частности, если N = 1, то
[ Ur,

S„
и) li (г, и) тп (du)

<di,di>

Da, = 1 / <d., dt>. (15)
Если g(r, и) = g(r) зависит только от г, то формулы (14) и (15) прини­
мают более простой вид:

d = ~ | (г, и) тп (du), (16)
Sn

(17)

При N=1 н g(r, u) = 1 рассмотренная задача превращается в задачу 
оценки неизвестного среднего.

Теорема 2. Среди всех линейных несмещенных оценок неизвестного 
среднего и.с.п. %(г, и), наблюдаемого на Sn(r), наименьшую дисперсию 
имеет оценка

a(r) = ~ Цг, u)mn (du). (18)

Дисперсия этой оценки равна

Dd —Ь0(г, г) / (19)

Как известно, оптимальные оценки неизвестного среднего случайного 
процесса, наблюдаемого на отрезке, зависят, вообще говоря, от вида кор­
реляционной функции; построение таких оценок связано с решением не­
которого интегрального уравнения Фредгольма первого рода. Представ­
ляется интересным то обстоятельство, что в рассмотренном случае опти­
мальная оценка имеет простой вид и не зависит от вида корреляционной 
функции г](г, и).

Предположим, что т] (г, и) — однородное и изотропное случайное поле. 
Тогда

+<зо
Dd(r) = 2"-2 г(-1) 5 ^Ф(Л).

Естественно поставить вопрос о поведении Da (г) при увеличении ра­
диуса сферы. Ответ можно получить, используя результаты (3).

Теорема 3. Если функция Ф (X) абсолютно непрерывна и Ф'(А) = 
= kag(K), где 0 а < n, g(K) ограничена и непрерывна в нуле (g(0) =^0), 
то

Предположим, что случайное поле S, (г, и) наблюдается на системе из р 
концентрических сфер с центром в О и радиусами п, . . ., гр. Пусть А — 
определитель матрицы ||Ь0(п, г*) ||, а определитель А,- получается из А за­
меной всех элементов i-го столбца на 1.

Теорема 4. Оптимальная оценка а имеет вид
р

« = 2 ТГ~ и>) тп
i=1 3 As " Sn

s=l
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причем

S=1

Теорема 5. Если и.с.п. § (г, и) на плоскости наблюдается в вершинах 
правильного q-уголъника, вписанного в окружность радиуса г, то оптималь­
ная оценка а представляет собой среднее арифметическое результатов на­
блюдения и

Da = 2 Ьчк (г, г).
К=—эо

Предположим, что случайное поле (8) наблюдается на 5„(г), но 
«1, . .., aN — теперь неизвестные случайные величины с известной совме­
стной функцией распределения F(xt, ..., xN), а т](г, и) — гауссовское 
и.с.п. Как известно (см., например, (4)), условное математическое ожида­
ние at = M{at I g(r, и), и е 5„} является несмещенной (вообще говоря, 
нелинейной) оценкой а, с минимальной среднеквадратической погреш­
ностью.

Теорема 6. Если выполнены предположения (10), то

J-• -Ja;, exp 1 У, xs J ls(r,u)t,(r,u)mndu — — У bkj (г^хА dF (хь ...,xN) 
^=1 Sn 2 k,j=l 1

= -------------p---------- i----------------------------—x-------------------------------------
J-’-Jexp [ ls(r,u)^,(r,u)mn(du) — — bkj (r) xixA dF (xlt xN) ,

ts=l S„ 2 ft,1=1 >

где bhj = <dA, d,>.
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