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В статье излагается применение подчиненных функций (например, 
(*),  гл. VIII, § 8) к условиям принадлежности определенному классу од­
нолистных функций и к обратным краевым задачам (2,3).

1. Справедливо утверждение, примыкающее к теореме Рогозинского 
((’), стр. 357).

Теорема 1. Если Ф0(г), Ф(г), Фо(0) =Ф(0), являются регулярны­
ми функциями в круге | z | < 1 и

Ф(г)<Ф0(г) (1)
(г. е. функция Ф(г) подчинена функции Ф0(г)), то

\ | ReO(pei0) | Re Фо (pe‘e) | <70 при 0<^р<^1. (2)
о о

Доказательство. Напомним ((*),  стр. 357), что (1) равносильно 
тождеству Ф(г) = Ф0[<р(z) ], причем <p(z) — регулярная функция, | <p (z) | < 
< 1 в | z | < 1 и <р (0) =0. Возьмем неравенство
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I Reф <ге») I < X- $ | Re Ф„(ре*) | Re (3)

которое получается из обычной формулы Пуассона. Итоговое соотношение 
(2) возникает из (3) интегрированием и переходом к пределу при г -*  р.

Из определения граничного вращения в смысле Паатеро (4) с исполь­
зованием теоремы 1, в которой нужно принять

Ф(г)= 1+z/"(z)//'(z), Ф0(г)= 1 + z/o(z)//o(z), (4)
следует

Теорема 2. Если функции /0(z), /(z) регулярны в |z| < 1, их про­
изводные f0'(z), /'(z) отличны от нуля, граничное вращение
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а [/0] = lim 11 4- Re z ---- I d0 = 4л, z = re’9,

И-i J I /0 (z) I

и zj"(z) I /'(z) < zfo" (z) / fo (z), то с функцией /(z) связано граничное 
вращение a[/J «£ 4л, и поэтому /(z) будет однолистной.

Отметим, что найдутся функции /i(z), для которых 
z^(z)/A(z)-<A.z/o(z)//o(z), Х>1, и a[/1]>a[/ol = 4л, 

поэтому функции /i(z) выйдут из класса Паатеро. В этом смысле теоре­
ма 2 является неулучшаемой.

При некоторых дополнительных предположениях выход из класса Па­
атеро означает одновременно выход из класса почти выпуклых функций 
(5) или даже из класса однолистных функций. Именно, теорема 2 дает не- 
улучшаемое условие почти выпуклости, если дополнительно считать, что
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функция Фо(г) вида (4) отображает круг |z( <1 на однолистную об­
ласть и lim Re Ф0(г) меняет знак только в двух точках. Если же относи- 

2-*е^
тельно функции /0(z) предположить, что она является неоднолистной в 
замкнутом круге, то теорема 2 дает неулучшаемое условие по отношению 
к всему классу однолистных функций.

Как частные случаи теоремы 2 укажем несколько наиболее интерес­
ных условий, достаточных для однолистности (почти выпуклости) 
ции /(z) в |z| < 1, /'(z) =/= 0.

1°) — a<Rez^^-< a 3 ""

I. f" (z)2 I /' (*)
ется наименьшим корнем уравнения

R2+ 2р / Л2— 1 , . fl2+R2In -------- !------- . - 4- аге sin----------- ------------- = л.
Д2 _|_ 02 — 20 /Я2 — 1 « /402 +(Д2_ 02)2

f (z) 2а — 3 ’ 2 v '■
- ф I < /?₽. где р — действительное число, a R^

функ-

явля-

R пределе при 0 будем иметь
3°) | z sC Ro, причем 2,9 < /?,, < 3 является корнем урав-

нения
У R2 — 1 + аге sin = л. (5)

Ранее аналогичный результат в виде 
Умедзава (е).

4")|'“гТ^У(4Ьс18-г)“ = 2'®1'
\f"(z) / f'(z)\ < 76 получил

значение 0О удовлетворяет

уравнению

9 + (lnctg-|-j 1 ^lntg-ydy = ~"Т-
о

(6)

Уравнения (5), (6) и их корни найдены в связи с решением некоторых 
частных задач Л. А. Аксентьевым (7) и R. Н. Гайдуком (8).

Отметпм один факт отрицательного характера: не существует доста­
точного условия почти выпуклости в форме

Re[ei«Z.^g-]>-A, Л>0, 0 < | а | < л. (7)

2. Основой для дальнейшего служит
Теорема 3. Пусть функции Ф0(г), Ф(z) регулярны в круге |z| < 1, 

имеют там разложения
Фо(zn) = c„zn + .c2„z2" + . . ., Ф (z) = anzn + an+izn+1 + . ..,

и пусть выполняется неравенство
| 'Ж (Л НГМИ")
I dz 1 — | z |’1 при « (8)

или
I фо (z) I <T~~j P|2- nPu n = 1> (8°)

.где e(| z|n) — неубывающая функция.
Если Ф(г)УФо(г), то неравенство (8) или (8°) выполняется и для 

функции Ф'(г).
Доказательство теоремы проводится по схеме доказательства 

теоремы 4 из (‘), стр. 359, с привлечением неравенства Г. М. Голузина 
((‘), стр. 323) п неравенства Шварца.
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Применим теорему 3 к достаточному условию однолистности функций 
i(z), регулярных в | z | < 1,

L /"(г) I /' В)
(’) * и к достаточному условию однолистности функций ^(?), регулярных 
в | £ | > 1, за исключением полюса в

* Беккер (9) получил также оценку 1 < а < 4 / е » 1,47 для постоянной а в не- 
улучшаемом условии однолистности |z/"(z) //'(z) | а / (1 — |z|2). Точное значение 
постоянной а не найдено, поэтому мы пользуемся условием (9).

К F'’(U
Г F' ©

(9)

< (Ю)

(см. (10)). В условии (10) функция С(|£|) должна удовлетворять нера­
венству

max С max С (/?) s' 1.
Д>1 Л 2 Щ>1

Дополнительно будем предполагать, что функция С (7?) не возрастает. 
Теорема 4. Если для регулярной функции /0(z) выполняется в кру­

ге |z | <1 условие (9) и
In /' (z) -< In /0' (z), In /0' (0) = In f (0) = 0,

то регулярная функция j(z) будет однолистной.
Теорема 5. Если регулярная (с полюсом в °°) функция Fa(t,) = 

= ^ФоС2) dt, удовлетворяет в области |£| > 1 условию (10) и

In F' (£) -< In Фо (£), lnF0(oo) = In F' (эо) = 0,
то регулярная в |£| > 1 функция F(Z,) с простым полюсом в °° является 
однолистной.

С помощью теорем 4 и 5 можно получить множество достаточных 
признаков однолистности по характерным областям в плоскостях ln/'(z), 
InF(^) (или /'(z), F'(^)). Каждая из этих областей может быть подобра­
на так, что ее расширение приведет к появлению функций, не удовлетво­
ряющих условиям (9) или (10). Поэтому в определенном смысле призна­
ки однолистности будут неулучшаемыми.

Кроме признаков, которые получены нами в (10), обратим внимание 
на достаточные признаки однолистности в двух таких следствиях из тео­
ремы 5.

Следствие 1. Если значения со = ln.F'((;) покрываются внутрен­
ностью правильного многоугольника, вписанного в окружность | со | = Z„ / 2, 

1
причем 1п = (1 — xn)~2/ndx, то F(Z) однолистна.

о
Следствие 2. Функция F(^) однолистна при одном из следующих 

условий'.
1) если значения F'(^) покрываются прямоугольником

0 < m С Re F' С М, | Im F' | ‘ - N, 
N ,1 N М — m „ « ,при связях —■=-------- <1 -77 и ,, , где А = I/ 1 — и

УКК(К)ш 2 К (л) X(V)

К (X) == [(1 — ж2)(1 — Х2ж2)]-1
о

2) если значения F'(£) покрываются полосой 0 < m Re F' М, 
(М — m) / М -S л / 4 (предельный случай предыдущего условия с Л = 1).

3. С помощью теоремы 1 результаты п. 1 переносятся на «-симметрич­
ные функции:

/(z) = z + a„+1zn+1 + a2n+iz2n+' + . . ., |z | < 1,
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п

^ (£) = ? + ^"4 + + • ■ ■ >

Например, если zf'(z) / f (z) < 2z"(zn + n + 1) I (1 — z2") zf0"(z, n) I
/ fo'(z, n), то п-симметричная функция f(z), регулярная в |z| <1, являет­
ся однолистной*-,  если t,F"(t,) /F'(t,) 2[£n(n — 1) + 1] I (£2n — 1), то

* Функция /o(z, 1) совпадает с функцией Кёбе z / (1 — z)2.

п-симметричная функция F(£), регулярная в |£| > 1, за исключением про­
стого полюса в является однолистной. При этом используются признаки 
одполистности через граничное вращение для п-симметричных функций в 
| z| <1, принадлежащие В. Н. Гайдуку (“), ив |£| > 1, принадлежащие 
В. П. Микке (12).

Теорема 2 легко обобщается на случай р-листных функций благодаря 
результатам Умедзава (6), которые дают достаточные условия не более 
р-листности через граничное вращение.

Вообще принцип подчиненности просто применяется в связи с условия­
ми однолистности интегрального характера, например, в связи с условием 
Нехари (13) для регулярных в круге функций /(z):

2п
| {/. z} | d0 -С 8, z = re19, 

о
где {/, z} — производная Шварца.

Укажем теперь приложения результатов из пп. 1 и 2 к обратным крае­
вым задачам (2,3).

1) На основании условия 4°) из п. 1 автоматически получается улуч­
шение оценки для разделяющей постоянной (i4, t5): KQ 2,42 — для внут­
ренней обратной краевой задачи.

2) Как вытекает из работ Ф. Д. Гахова (16) и С. Н. Кудряшова (* ’), 
функция

^(□ = ? + «о + -у+^-+ •••, |С|>1,

будет единственным решением внешней обратной краевой задачи, если вы­
полняется неравенство

k’RB"l<TfF=T’ (И)

С помощью теоремы 3 при п = 2 получается бесчисленное множество 
областей единственности для решения внешней задачи в плоскости lnF/(^). 
Казанский государственный университет Поступило
им. В. И. Ульянова-Ленина 3 XI 1972
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