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1. Изучение некоторых смешанных задач теории упругости сводится 
к решению эллиптических псевдодифференциальных уравнений (п.д.у.) с 
малым параметром (см. (*,2)). В настоящей работе находится асимптоти­
ка решений для широкого класса таких уравнений. Отметим, что построе­
ние асимптотики в эллиптическом случае имеет много общего с построени­
ем параметрикса для эллиптических краевых задач (см. (3)). Мы будем в 
дальнейшем пользоваться некоторыми обозначениями и определениями ра­
боты (3).

Ранее п.д.у., зависящие от параметра, изучались в работах А. С. Деми­
дова (4) и Л. Д. Покровского (5) для некоторого подкласса эллиптических 
п.д.у. с символами, удовлетворяющими условию гладкости в области 
(см. (’)).

2. Определим класс символов со следующими свойствами:
а) Пусть А0(х, g) — эллиптический символ класса (см. (3)) та­

кой, что при любом N и г > 1
N

Ао Со I) = 3 ak “)+ «N+1 (®, м, г), (1)
k=0

где со = § / | § |, г — | g |, причем ah(x, со) е С”, а0(х, со) О при х е Rn,
| со I =1, aN+l е при г > 1.

б) Пусть Ai(x, со, t) С°° при ieR", |со| =1, £>0, причем для лю­
бого N и t > 1

N

Ах (ж, со, i) = 2 bk(x, a)tm‘-k + BN+1(x, co, t), (2)
k=0

где bk(x, co) b0(x, co) ^OnpHieR”, |co| = 1, Вя+1(х, co, t)
при i 1,

Кроме того, предполагается, что Ai(x, со, i)^0 при £>0 и 
At(x, со, 0) = 1.

Обозначим через Ае(х, g) следующий символ:

Ае(х, £) = (Л0(;г, |) + еА2(х, со, г, er, е^АДа:, со, ег), (3)

где Ao (х, £) и Ai (х, со, ег) те же, что в (1) и (2), а Л2(х, со, г, i, е) е 
при х е R", | со | = 1, г > 0, t > 0, е >0 и Л2еOm, при г > 1 и 0< е < е0 
равномерно по е.

3. Рассмотрим в области G с гладкой границей Г п.д.у.

рАДж, О)щ =/, (4)

где Ае(х, D) — псевдодифференцпальный оператор (п.д.о.) с символом (3), 
р — оператор сужения функции на область G. Пусть HS(G) — пространство 
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Соболева — Слободецкого в G, a Hs (&) — пространство функций, принад­
лежащих Hs (R”) с носителем в G. Обозначим через Я8, т (Rn) пространст­
во обобщенных функций в R" со следующей конечной нормой:

h||sa>r = $(l + |g|r(l + SR|)2’’|«Q)|^g.

Пространства Я8_г(б?) и Я8, r(G) определяются аналогично HS{G) и 
Я, (G). Пусть xt и х2 — индексы факторизации эллиптических символов 
А0(х, g) и Л1(ж, со, |g|) в области G (см. (6)). Для простоты предполага­
ется, что Xi и х2 не зависят от ж' е Г.

Теорема 1. Пусть |s — Re xt| < 1/з и для любой f е Hs_mi(G) сущест­
вует единственное решение и0 e//a(G) уравнения

рА0(х, D)u0(x) = f(x). (5)

Тогда при 0 < 8 < е0, где е0 достаточно мало, для любой 
е Я5_ОТ11 Rli хг_ет2(С) существует единственное решение ие уравнения (4), 
принадлежащее пространству (G).

Приводимая ниже схема доказательства теоремы 1 дает также способ 
построения приближенного решения уравнения (4).

Пусть Гр — окрестность Г в G, расстояние от каждой точки которой до 
Г меньше р. Предполагается, что р достаточно мало. Пусть Ai(x', хп, eg', 
eg„) — символ п.д.о. Ai, записанного в ГР в локальной системе координат 
(см. (3,е)). Произведем факторизацию At(x', хп, eg', eg„) по gn при 0^ 
:=' хп^ р:

А (х', хп, eV, eV.) = (х', хп, eV, ₽V) Хх) (*', «п, eV, eV). (6)

Обозначим через А+(х', eg', egrt) гладкий по х эллиптический сим­

вол, совпадающий с A+(V, хп, eV, eV) при 0^т„^р и равный 
(1 + е2| VI2 + при 2р х'„ Зр. Аналогично через А_ обозначает­
ся эллиптический символ, соединяющий гладким по х образом А-0 (х', хп,. 
eg', eg„) ПРИ 0^zn<p с (1 + e2|g'|2 + e2g„2)<m2_*=)/2 при 2р Зр.

Вернемся в Г3р \ Г2р от локальной системы координат (л.с.к.) к исход­
ной системе координат в G и обозначим через А+(т, eg) символы п.д.о., от­
вечающих п.д.о. А±(х', хп, eD', еО„) в л.с.к. Далее продолжим гладким об­
разом А±(х, eg) с Г3р\Г2р внутрь области G с сохранением эллиптич­
ности.

Обозначим через А+ следующий оператор:

= 2 ФИг (fjV, (7)
j

где (ср/, U,} — разбиение единицы в G, supp cpj <= Uh ^еС0“(Д), ф3ф,= ф3. 
Если £73ЛГ = 0, то Aj+ является п.д.о., в /-й л.с.к. с символом 
А+~'(х', хп, eg', eg„). Если же G3 Л Г = ф, то предполагается, что 
U] Л Г2р = ф, и через А,+ обозначается п.д.о. в исходной системе координат 
с символом А+_1(т, eg). Аналогично определяется оператор А1_1)по сим­
волам А-(х', X,,, eg', egn) и A_ (х, eg).

Будем искать решение уравнения (4) в виде ие = ve. Применим к 
(4) слева оператор Др 0 . Получим

р (Ао (х, D) 4- Д1Е (х, Я)) щ Z/, (8)

где Z/е Я8_И1, Rex2-m2(Rn) — произвольное продолжение / с G на R”, а для 
п.д.о. Ale(x, D) доказывается оценка

IIAi.i?||,_mi< CS8i“e||i7||„ (9)
l|r||8 — норма в ЯДИ"), б > 0 любое.
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Отметим, что операторы А+'1’ и А-11 при 0 < е < е0 однозначно от­

ображают Н., Rez2(G) и Я8_т1, Пеиг-„!2(С) на Я8(П) иЯ,_т,(О) соответствен­
но, так что уравнение (8) эквивалентно уравнению (4).

В силу (9) и однозначной разрешимости уравнения (5), решение урав­
нения (8) существует и может быть найдено методом последовательных 
приближений:

ve = vet + v«2 + + veN + •••, (10)
где ■— pA — If, pA0ve2 === ’рА,гие,, ..., pAqVs^ pA,evRt к—i,...

Если через обозначить сумму первых N членов в (10), то имеют 
место следующие оценки:

II К£ - ||s <€8р/+1-8 II pA^lf ||s_mi < C158N+1-5 II / tm„ Re х2-™2, (И)
II Me — МеЛ >||е, Re z2^C288N+l 51| / ||s-mlt Re x2-m2 V6^>0,

где u^=Ai~4N).
Отметим, что асимптотическое разложение (10) не требует, кроме при­

надлежности пространству Rex2-m2(G), никакой дополнительной глад­
кости /(х).

4. Предположим теперь, что /(ж) e//Jf(G), М » 1 (в частности, /(ж) е- 
<s С°° (G)). Тогда можно получить более простое выражение для разложе­
ния по е решения уравнения (4), в частности, получить более простое 
выражение для главного члена асимптотики. А именно, справедлива сле­
дующая

Теорема 2. Пусть f(x) ^C°°(G) и выполнены все условия теоремы 1.
Тогда в Гр для любого N в соответствующей л.с.к. справедливо следую­

щее разложение:

N k-1
иг = жп, 0, e£)n)u0(z', жп)+ 2 2 eZ>n)uw«£n)+

ft=l р—О
JV-f-1 ft—1

+ 2 2 1пР Mft>', *п, 0, eL) (£„ + 0_X‘l LpF) + Л, (12) 
ft—2 р=0

где А$_1) (х', хп, 0, еО„) —п.д.о. в R1 с символом (А+} (х', хп, 0, e|n))_1 
(см. формулу (6)), Akp+(x', хп, 0, т]„) = О( | т]„ |_Re Х!_1+о) при |г|п| 
Ksp(x') е=С”(Г), икр(х', хп) ^C,X‘(G) f\H,(G), Fin~l — оператор обратного 
преобразования Фурье по g„, ||irдг+t II», Rex, < GeJV+1“5||/||N,+, N,=N,(N) до­
статочно велико, 6 > 0 любое.

Главный член асимптотики имеет вид

иг = А1_1)(ж', хп, 0, zDn)uQ(x', хп) + ?4е), (13)

и0(х) ^HS(G) — решение уравнения (5), IL/LlLкех2 = О(е1_5).
При Re Xi > — 1 выражение (13) может быть записано в более простом 

виде

«е = е 2 (Х‘+1> Г (xt + 1)F^A$._1) (ж', хп, 0, egn) (gn + i0)->“-i -w0 (x', xn) +

(14) 

где w0=XnX’ u0(x', xn), ||гл>(е> IL, Re x2 = O(e,_s).
Отметим, что в G \ Гр ue имеет разложение вида

uz — и0(х) + ги1(х) + ... + enun (х) 4- e]V4'1u,v|1 (ж), (15)

где и0(х) та же функция, что и в (12). В Гр при ж„^р0>0 выражение 
вида (15) может быть получено из (14) путем разложения А+-1' (х', хп, 0, 
е^п), ЛР+ (х', хп, 0, е£„) по е.
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Доказательство теоремы 2 более сложно, чем доказательство теоремы 1, 
хотя принципиальная схема одна и та же. Оно содержит, в частности, про­
цедуру определения членов разложения (12). Отметим, что методика Ви- 
шика — Люстерника (7) неприменима в рассматриваемом случае. Приме­
ром п.д.у. с малым параметром, удовлетворяющего условиям теорем 1 и 2, 
служит контактная задача для упругого слоя толщины б, покоящегося на 
жестком основании (см. (*,2)). В этом случае

Л(х,^6^|) = -,^(^^h2e|^, Ло = 1, Л2 = 0, = 0, х2 = — .

5L
Наш способ получения асимптотики отличается от предложенного в 

(2) и приводит к другим представлениям для приближенного решения.
Замечание 1. Если символ ЛДж, и, е|£|) и все его производные в 

л.с.к. при ш' = О бесконечно дифференцируемы по т]п — е§„ в нуле (ср. с 
определением класса в (6)) и аналогичным условиям удовлетворяет 
Л2, то в разложении (12) отсутствуют 1пр е.

Замечание 2. Выше была рассмотрена первая краевая задача для 
уравнения (4). Аналогичными методами можно получить асимптотику ре­
шения общей краевой задачи для п.д.о. с граничными условиями и по­
тенциалами.
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