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1. В последние годы наблюдается значительный прогресс в изучении 
строения идеалов различных алгебр аналитических функций *.  В частно­
сти, Б. И. Коренблюмом в (4) дано полное описание замкнутых идеалов 
банаховых алгебр А”, п = 1, 2,... , функций, аналитических в круге А = 
= {z: |z| < 1} и таких, что /<п)(z) непрерывно продолжима на А. Доказа­
тельства основных результатов в (2_4,8) опираются на некоторые аппрок­
симационные теоремы, полученные при помощи весьма тонких рассуж­
дений.

Настоящая работа возникла из желания установить для алгебр анали­
тических функций аналог известной теоремы Г. Е. Шилова об идеалах 
регулярных банаховых алгебр, удовлетворяющих условию Диткина (9). 
Заметим, что наш метод не связан с доказательством аппроксимационных 
теорем, аналогичных теоремам в (2_4,8).

2. Обозначим через С™, тп = 0, 1,..., совокупность комплекснознач­
ных функций на Г = FrA, обладающих непрерывной пг-й производной, 
С° = С. Пусть R — банахова алгебра функций на Г, в которой алгебраиче­
ские операции над элементами определены поточечно. Пусть, далее, R 
удовлетворяет условиям:

I. Сэй;
II. R э Ст при некотором т > 1.
Гармоническое продолжение на Г функции u^R будем обозначать и*.  
Мы будем предполагать, что алгебра R обладает также следующим 

свойством:
def

III. Функции ur(g) =m*(7 ’5), £ е Г, как элементы алгебры R сходят­
ся при г->1 — Оки по норме R.

Алгебру 7?+, представляющую собой совокупность фупкццй f — R 
таких, что /*  аналитична в А, назовем А-а л г е б р о й. В дальнейшем для 
функций / е 7?+ мы опускаем звездочку в обозначении соответствующей 
функции /*.  Для произвольной функции f^A через Z(f) обозначим мно­
жество нулей функции f в A, E(f) — множество нулей f на Г. Если 7 — 
собственный замкнутый идеал в 7?+, то Zt = П Z(f), Ег — П Е (/) 

/si /ег
Положим

ПДО =z(z-:)-*,  fz&) =Пг[/С)-/(г)], |z|=+l, ^Г.

Очевидно П2 е 7?+, если | z | > 1, fz е R+ при z е А.
Теорема 1. Пусть I — собственный замкнутый идеал К-алгебры 7?+, 

<р — непрерывный линейный функционал над R+, Кег<рэ7.
Тогда функция

/Ф(Пг), |z|>l;

ф,(2)=14^г’
* См., например, (*~ 4, ’, 8).
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может быть продолжена до функции, аналитической в дополнении к мно­
жеству Zj U Ei.

Теоремы, аналогичные теореме 1, неоднократно использовались в раз­
личных работах (см., например, (*~ 4,’)). Некоторые из них (3,4, ’) содер­
жатся в теореме 1. Наше доказательство близко к приведенному в (4).

* По поводу понятий, связанных с факторизацией аналитических в круге функ­
ций, см., например, (6).
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3. Пусть R+ — А-алгебра, An+i<= R+3 Ап, n = 0, 1, 2,G = BS — 
некоторая внутренняя функция, Z — множество нулей произведения: 
Бляшке В, о — сингулярная мера, определяющая S*.  Пусть, далее Ео,. 
Ei,... ,Еп — замкнутые множества на Г, удовлетворяющие условиям

1) Ео з Е, з ... = Еп = supp о U (Z П Г);
2) Ео \ Еп — изолированное множество.
Множество /((?; Ео, Et,..., Еп) функций /е 7?+, / = GfFf, обладающих 

свойствами: a) G делит Gp, б) Em С П Е (jW), т = 0, 1,..., п, являет- 
k^.Bl

ся, очевидно, замкнутым идеалом в /?+ (может быть, тривиальным). Та­
кие идеалы мы будем называть стандартными. Является ли всякий идеал 
стандартным — таков основной вопрос при изучении строения идеалов. 
А-алгебр. Ниже мы рассматриваем случай, когда At<= В+з А. Заметим,, 
однако, что для получения результата, аналогичного теореме 2, в случае 
Ап+1 — В+ зА„, re = 1, 2,..., немногое нужно прибавить к рассуждениям,, 
приведенным при доказательстве теоремы 2. Точная формулировка и до­
казательство соответствующей теоремы будут даны в другом месте.

А-алгебру R+, At <= R+ s А, будем называть АО-алгеброй, если для: 
каждой функции / еR+ такой, что /(eie°) =0 выполнено условие 

lim
в-п+о z — 2?ei0°

/(Z) =</(2),

причем предел понимается в смысле нормы в R+. Класс АЕ-алгебр в не­
котором смысле аналогичен классу алгебр с условием Диткина для случая 
регулярных алгебр.

Теорема 2. Пусть R+ — KD-алгебра. Тогда каждый замкнутый идеал 
I <^R+ такой, что Ет не более чем счетно, стандартный.

Иначе теорема 2 может быть сформулирована следующим образом.
Теорема 2'. Пусть R+ — KD-алгебра. Тогда каждый замкнутый 

идеал I<=R+ такой, что Ej не более чем счетно, является пересечением. 
примарных идеалов.

Кратко наметим доказательство теоремы 2. Пусть /e/(Gt, ЕД 
и ср — линейный непрерывный функционал над R+, аннулирующийся на 
Предположим вначале, что (Д(0)=^0. Положим ф(^) = ф((/, g), g^R+. 
Если мы покажем, что ф = 0, то теорема при сделанном предположении 
будет доказана. Характер изолированных особенностей функции ф уста­
навливается следующей леммой.

Лемма. Каждая изолированная особенность функции ф(г) является, 
полюсом.

Для доказательства леммы используется теорема 1, а также принцип 
Фрагмена — Линделефа. При этом оценка роста функции ф(г) при |z| 
-*1+0  получается из II, а оценка ф(г) при |z| ->-1 — 0 по радиусам 
следует из рассуждений, аналогичных имеющимся в (2) и (4).

Нетрудно видеть, что ф(г) = ф(х)/(г) — ф(/Д, г = Д, откуда ясно, что- 
особенности ф(г) могут быть лишь на Г. Пусть £0 = е'в° — полюс ф(г). По- 
теореме 1 6ieEj. Используя (1), можно показать, что ф(ре(в’) = о(р —1)„ 
р1 + 0, и, следовательно, ф(г) аналитична в £0. Так как Е, не более 
чем счетно, то ф(г) аналитична во всей комплексной плоскости, включая 



бесконечно удаленную точку. По теореме Лиувилля и вследствие сделан­
ного предположения, получаем ф(г)=0. Случай, когда z делит G/, 
легко сводится к только что рассмотренному.

Отметим, что результаты, аналогичные теоремам 1 и 2, могут быть 
доказаны для алгебр функций, аналитических в полуплоскости.

4. Нам неизвестно, является ли всякий идеал ТСО-алгебры главным. 
Однако из результатов (6) следует

Теорема 3. Пусть R+ — KD-алгебра. Если для идеала I — мно­
жество Е — ZrU Ei не более чем счетно и удовлетворяет условию

\\ogd^,E) |dg|> —оо,
г

где через d(t„E) обозначено расстояние от точки £ до множества Е, то 
I — главный идеал.

Многие из часто встречающихся в анализе алгебр являются КБ-аяте- 
брами. Так, легко устанавливаются следующие утверждения.

Предложение 1. Банахова алгебра аналитических в \ функций 
и таких, что их ряд Тейлора сходится в А абсолютно, является КБ-ал- 
геброй.

Предложение 2. Банахова алгебра аналитических в А функций и 
таких, что f е Н2, является КБ-алгеброй.

Заметим, что из предложения 1 и теоремы 2 непосредственно следует 
результат В. П. Гурария (‘) (точнее, его аналог для круга), из предложе­
ния 2 и теорем 2 и 3 — результат работы (8).

Автор выражает глубокую благодарность Б. И. Коренблюму за много­
численные полезные обсуждения.
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