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В теории клейновых групп на плоскости одной из проблем является 
вопрос, какова плоская мера Лебега множества предельных точек произ­
вольной конечно-порожденной клейновой группы. Известна гипотеза 
Л. Альфорса ((‘)? см. также (2)), что эта мера всегда равна нулю. Эта ги­
потеза доказана для частных классов конечно-порожденных групп: для 
квазифуксовых групп она справедлива, поскольку они являются квазикон­
формными деформациями фуксовых групп (см. (3,4)), и в (*)  она доказа­
на для групп, которые после продолжения их отображений в полупростран­
ство (шар) имеют фундаментальный полиэдр с конечным числом граней. 
Но как показал Л. Гринберг (5), в полупространстве существуют конечно- 
порожденные клейновы группы, имеющие фундаментальный полиэдр с бес­
конечным числом граней. Поэтому в общем случае вопрос оставался от­
крытым.

Цель настоящей заметки — наметить доказательство следующей теоре­
мы, дающей отрицательное решение проблемы.

Теорема. Существуют конечно-порожденные клейновы группы кон­
формных автоморфизмов плоскости, предельные множества которых имеют 
положительную плоскую меру.

Этот факт следует из результатов работы автора (6) на основании 
свойств границы пространства Тейхмюллера. Ниже используются конструк­
ция, введенная в пп. 1, 2 работы (6), и обозначения, принятые там. В до­
полнение к ним обозначим круг |z|< 1 через Ui, а вместо и щ теперь 
удобнее писать щ>, ср е Т (G), иф е

Будем предполагать, что фуксова группа G в (6) имеет компактную 
фундаментальную область.

Доказательство теоремы опирается на следующие леммы.
Лемма 1. Пусть точке <р0 = {/о, z} е dT(G) соответствует параболи­

ческая группа Go и последовательность ср„ = {/„, z} ^T(G), п.=
= 1,2,..., сходится к ср0.

Тогда для каждого замкнутого множества 7^ <= С \ /О(77) найдется число 
По = По (7?) такое, что F fn(U) = ф при п > п0.

В силу свойств предельного множества группы б?0 множество F может 
лежать лишь в конечном числе неинвариантных компонент Go. Пусть А — 
одна из них. Можно показать, что ни один круг из А не может принадле­
жать целиком бесконечной подпоследовательности областей из {fn(U}}. 
Допустим теперь, что существует точка w' е А, принадлежащая бесконеч­
ному множеству областей (77), Zc = l, 2,... Рассмотрим (некомпакт­
ный) фундаментальный многоугольник Ро группы Ga в А. ограниченный 
дугами изометрических окружностей Ц = {гк е С: |g0/(wz) | = 1} преобра­
зований goi(uT), / = 1, ...,7V, порождающих максимальную подгруппу 
77Од <= Go, оставляющую инвариантной А. Точка и/ может лежать либо 
внутри одного, либо на границе конечного числа многоугольников g0(P0), 
go s Go. Тогда найдутся соответствующие фундаментальные многоугольни-
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КИ Рк. групп G/г’= fnk'Gtnk’, внутренности которых СХОДЯТСЯ К Intgo(Po) 
как к ядру относительно некоторой точки w„ е Intgo(T’o). С другой сторо­
ны, в силу предыдущего должны существовать точки w(h,) -> w' такие, что 
w^"1 s /с'= 1,2,... . Следовательно, многоугольники Ph- должны

принадлежать одновременно и областям /п (С^), и областям fnli,(U), что 

невозможно. Отсюда следует утверждение леммы.
Лемма 2. Если граничная группа Go, соответствующая точке 

<fo^dT(G), такова, что ее предельное множество A(G0) имеет нулевую 
меру, то отображение т(ср) = нф: B2(U,G) W^.a непрерывно в точке <р0.

Пусть сро = {/о, z} и фп = {/„, z}, п = 1,2,..., z е U,— произвольная по­
следовательность точек 7T(G), сходящаяся к ф0. Рассмотрим кольцо 
Кт‘. 1 < | z | < г, г<°°. Если Go — вырожденная группа, то условие 
mA(Go) =0 дает, что mjo(KT) совпадает с площадью всей конечной обла­
сти Dr, ограниченной кривой /0(|z|=± г). Отсюда следует, что lim mfn(Kr) =

П->со

= mja(Kr) и потому limm/n(Z71) = 0, а это в силу оценки (4) из (6) вле- 
' П—»оо

чет за собой сходимость нФп к «Ф в Wl>.a и, следовательно, отображение т 
непрерывно в точке ф0 (изнутри 71 (G)) *.

* Заметим, что для неравенства (4) в (6) в общем случае требуется, чтобы 
h (у) =0 вне некоторого круга |у| ^б(а); для функций иФ это выполняется авто­
матически.

Пусть Go — параболическая группа. Взяв R> г, получим, что при 
п ₽s щ(7?) все fn(Kr) <= Од, где OR — внутренность кривой /0( |z| = R). Так 
как характеристические функции х„(р) областей /П(7ГГ) удовлетворяют 
условию НХпНьнля) с) < оо (п > п0), то семейство {%„} слабо ком­
пактно в Ьг (DR) , и, переходя, если нужно, к подпоследовательности, можно 
считать, что /„((/) сходятся слабо в L2(DR) к некоторой функции %о(у) 
<^Lz(Dr), т.е. для любого (oeLil’D,,) имеем

lim J ы(у)%п(у)с1у = ®(У)Хо(у)^г/. (*)

™ Dr

Взяв гладкие функции со (у) е Са°° (Dn) с носителями supp со <= Он \ 
\ A(G0), будем иметь со = <x>i + со2, где supp со2 <= f0(KR), supp <r>i <= Da \ 
\ f0(Kn). Из леммы 1 вытекает, что при п^пДсо,) имеем supp со4 П 

Л f„(Kn) = ф и потому coi%ndy = 0. В силу предположения wrA(G0) = 
dr

— О множество указанных со е Go“ (DR) плотно в L2(DR) и, используя еще 
равномерную сходимость /„(z) к f0(z) на компактах из KR, из (*)  полу­
чим, что /о (у) — характеристическая функция области fo(Kr) и 
limm/„(Ar) = mfo(Kr). Отсюда следует, что lim mfn(LJ,) = m(C\f0(U)), 
п-*оо  П—>co
что вместе с неравенством (4) из (6) и леммой 1 дает непрерывность 
отображения т в точке фо.

Теперь уже можно получить утверждение теоремы. Если бы для всех 
граничных групп Go, соответствующих точкам ф0 ^dT(G), выполнялось 
равенство mA(G0) = 0, то отображение т должно было быть непрерывным 
на дТ(G) (и даже в Т(G) (6)). Но известно (3, 4), что параболические 
группы образуют множество есдТ (G) положительной (топологической) 
коразмерности, а, следовательно, точки <fo^dT(G), соответствующие вы­
рожденным Go, всюду плотны в дТ (Gi). Отсюда следует, что т не может 
быть непрерывным всюду в дТ (G), так как в точках ф0 е е имеем
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||т(<р0) lhvi,3 > 0, а в точках <р0 е дТ(G) \е всегда т(ф?) =0. Это доказы­
вает теорему.

Ясно, что группы, для которых выполняется утверждение теоремы, 
после их продолжения в Е3+ имеют фундаментальный полиэдр с беско­
нечным числом граней, и мы получаем также новое доказательство суще­
ствования конечно-порожденных групп с таким свойством.
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