
Доклады Академии наук СССР
1973. Том 211, № 5

УДК 517.947.42 МАТЕМАТИКА

Е. А. БАДЕРКО

О ГЛАДКОСТИ В ПРОСТРАНСТВАХ ГЁЛЬДЕРА ПОТЕНЦИАЛОВ 
ДЛЯ 2 ^-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Н. Веку а 8 XII 1972)

В исследовании краевых задач для параболических уравнений важную 
роль играет изучение гладкости параболических потенциалов в простран­
ствах Гёльдера, которое было начато еще в работе Жевре (*). В работах 
Л. И. Камынина (2) построена систематическая теория гладкости в этих 
пространствах основных параболических потенциалов в случае одномер­
ного (по х) параболического уравнения 2-го порядка. В настоящей работе 
исследуется гладкость в пространствах Гёльдера потенциала простого слбя, 
плоского потенциала и потенциала типа Пуассона для одномерного пара­
болического уравнения 2р-го порядка.

В области DT = {(я, i): — °° < х < +<», 0 < t < 71} рассмотрим 2р-пара- 
болическое уравнение

т„_  ди . ..р . . d2pu | V , d2p"*u п ...
Lu — dt 1) а2₽(^, 0 a2i?-fe ~ 0’

где р — любое натуральное число и
а) коэффициенты L определены и ограничены в DT, при этом

О < а0 < а2Р(х, t) С Ао, (х, t) е DT;
б) )а{(х + Ах, t + At) — at(x, t) | C( | + | Ai|“/(2p)),

0 i < 2p; 0<a<l; (x, t), (x + Ax, t + At) e DT.

При выполнении этих условий существует фундаментальное решение 
Г (х, t; т) уравнения (1) (см., например, (3)). С помощью Г(х, t; £, т) 
для уравнения (1) строятся основные 2р-параболические потенциалы. 
В работе, при условиях а) и б), устанавливаются оценки для этих потен­
циалов и их производных по х до (2р — 1)-го порядка включительно.

Теорема 1. Если кривая К-. х = X(t), 0 < t Т непрерывна, а плот­
ность <р(£) интегрируема на (О, Т) и удовлетворяет оценке

I<p(i)| < [ф]о^‘, 7>0, 0<К7, (2)
г<9е [ ср] о — постоянная, то для 2р-параболического потенциала простого 
слоя

t
U (х, t) = ф (т) Г (х, t; X (т), т) dx, (х, t) е DT,

о
имеют место следующие оценки при (х, t), (х + Ах, t), (х, t + At) е DT, 
О <(Ах)2р, At^T /2 (здесь и дальше через С, с обозначаются постоянные, 
зависящие от а0, Т, max \at(x, t) | и констант Гёльдера а{(х, t), 0=С i 

(x,t)eDT
2р; кроме того, полагаем Axf(x) = f(x + Az) — j(x):

<С[ф]0(1+Y"1)fv41+ft)/(2p), 0<A<2p-2,

(x, t) G DT при y^(2p — l)/(2p);
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^2р-2

<С [ф]0(1 + у’1)^2^
fc = 2р — 2.

Замечание. Как следует из приводимой ниже 
вая К удовлетворяет условию

|AiX(t)| С [XLlAil*1^*2’», 0<хС2р —1, 
где [Х]х — постоянная, при (х, i), (ж + Аж, t) 
ство

теоремы 2, если кри-

О С t, t + At С Т, (4)

DT выполняется неравен-

л 92Р'2
Х дх2р~2

где 0 < а С 1 — из условия б), U (х, С) — из теоремы 1 (ср. с оценкой (3)).
Но если для кривой К условие (4) не выполнено, то оценку (3) теоремы 1 
улучшить нельзя, а именно, справедливо

Утверждение. Если потенциал U(x,t) с плотностью <p(t)sl, 
О С t С Т, рассматривается на кривой

z = X(t) = (^)1/(2Р) 11 -1 |1/(2р), о < t < т, Т>1,

где а0> 0 — из условия а), то существуют такие постоянные Cue, что для 
всех х, Аж<0, где |ж| < | Аж| и |Дж| достаточно мал, имеет место нера­
венство

. а2р-2Д_———х дх2р-2 U(x, 1) С | Аж | In с
(Дж)2₽

Ниже для любых 0 < v С 2р — 1, 0 < z С Т / 2 будем пользоваться обо­
значением

6((v, z) =
(V- 1)-lzV(2P)f(v-D/(2P)j

если 0<(v<^ 1,

если v = 1, 

если l<^v^2p — 1.

Теорема 2. Если для плотности ф(t) выполнено условие (2), а для 
кривой К — условие (4), то для 2р-параболического потенциала

У (ж, t) = ф (т) 2р_х Г (ж, t; X (т), т) dr, (х, t) £ DT, 
о

и прямых значений его на кривой К, т. е. для V(t) = V(X(t), t), 0 < t С Т, 
справедливы оценки

|У(ж, t)| СС[Ф],(1 + [Х]х)(а-1 + х-1 + 7-‘)У-1, (х,
|У(0 | С С[ф]0(1+ [Х]х) (а-1 + х-‘ + + tx/<2₽)), 0<tCT;

|A(F(t) | СС[ф]0(1 + [Х]х) (а-1 + х-1 + у-1)У-1[б((а, At) + (At)*'<:’), 
0<t, t + AtCT, 0 < At СТ/2.
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Теорема 3. Если плотность ф(£) интегрируема и ограничена, а кри­
вая К непрерывна на [О, Т], то при 0=^Л<2р —2 функции 
(■ dk\ Ф (т) —y Г (х, i; X (т), т) dr непрерывны по (х, i) е DT.v дхо

Если ф(£) е С([О, Г]), а кривая К удовлетворяет условию (4), то имеет 
место формула скачка Жевре

lim V {х, £х) =
(X, о

= (— l)p-4-sign(a: —Х(0)а^(Х(0, О<Р(О + Й(О, (•*. *)£$>

где DT~ — подобласть DT — слева от кривой К, DT+ — справа от К. 
Теорема 4. Пусть для плотности ф(i) выполнено условие (2) и, кро­

ме того,
|А,Ф(О | [ф]^‘-*1Д^?/(2р), Ti>0, 0<р<1, 0<t, i +

гое [ф]р — постоянная, а кривая К удовлетворяет условию (4).
Тогда при (х, t) (х + Хх, t), (х, t + Xt) е D^, 0 < (Хх)2р, Xt^T/2

Ах7 (х, i) | < С | ф | (1 + | X |)2 (а-1 + к"1 + Г1 + Y"1 + Yi1) [^1-₽/(8p) |Дя|₽ + 
+ ^(М«, |ДЖГ) + б((х, |Дя|2р))+ ^Ч(₽,1 ДхГ)],

где |ф| = [ф]0 + [ф]₽, 1-^1 = jnax ^(0 I +

| Д,7 (х, t) | < С | ф | (1 + | X |)2 (а'1 + Г1 + к'1 + у'1 + у!1) [Г1-₽/12р)(Д^/(2р)+ 

+ (а, Xt) + (Д*)Х/(2Р)) + t^\Xtf/w].

Теорема 5. Пусть функция f(x, t) интегрируема на всяком компакте 
из DT и, кроме того,

\f(x, t) [ < [/]oiv_i, 7 > 0, (x, t) e DT, [/]0 постоянная.

Тогда 2р-параболический плоский потенциал
t +°°

Z(x,t) — ^dx f£, x)T'(x,t;^,x)dldr,
О —оо

(х, /) ЕЕ Dr,

удовлетворяет при (х, t), (х + Хх, t), (х, t + Xt) е DT, 
Т / 2, 0^ к 2р — 1 оценкам

0< (Дя)2р, Xt<

дк 
дхк

(х, t) DT при 7 > 1;
Л. -£g- z (X, О | < С [fl, (1 + v-‘)Л11 I (1 + In ;

Л.Эг2(х,<)|< 

* 1А*(1+’1п'23г)’ ft = °t 
г(1+Л)/(гр) (дг)1/(2Р); 1 < Л < 2р - 1.

Теорема 6. Пусть для фиксированного к, 0<А^2р —1, функция 
h(x) удовлетворяет условиям

I[TiJi, 0 < i < к, — <х> <х < + оо;

ДЖ-^Л(Х) < [Л]*+₽I Дх|₽, о<₽
ох

где [h]i,0^i^ к; [7г]л+р постоянные.

— сс<^Х, X + Хх < + ос ,
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Тогда для 2р-параболического потенциала типа й :

г(х,0 = Л(£)Г(х,£; O)dg, (х. f = [-
—<30

для всех i,Q^i^k, при (ж, £), (х + Ах, t), (х, г + Ai) е= D-. Д: > л имеют 
место оценки

)3/(2р),

i
где |/&|i+p = 2 (Мг + 1^]г+₽); l^]i+₽ = l^l?+i при 0^Z</c —1.

г=о
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