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Пусть X — локально-компактное пространство, % — пучок Х-модулей над 
X, где К — коммутативное кольцо с единицей. Для замкнутого подпрост­
ранства У <= X положим ЯС*(У) = ЯС*(У; ^|У). Если то
h\Y е Нст (У) будет обозначать образ h при отображении, индуцирован­
ном вложением YcX.

Теорема 1. Пусть m, I —целые числа, Пусть 31 = {Аа'-
сс е 1} — локально-конечное семейство замкнутых подпространств X, крат­
ность которого не превосходит I. Предположим, что для всех s, 0 <s < I, 
и для любого набора из s неповторяющихся индексов {а} е/: / = 1,...

8

..., ■?} выполнено условие Н™ 8 (П 4о.)=0. Обозначим A— (J Аа. 
7=1 3 a el

Тогда для любого ненулевого h^Hcm{A) существуют индексы ст,... 
а

. .., aq, q =С I, такие, что h | U Аа,- =#= 0.
з=1 3

Нам потребуется принцип минимальности в следующей специальной 
формулировке.

Лемма 1. Для любого ненулевого Hcm(A) множество подпрост­
ранств пространства А вида Fj = [J Аа, ] <=. I, таких, что h\Fj е Hcm(Fj) 

aeJ
отличен от нуля, упорядоченное по включению индексов, имеет минималь­
ный элемент.

Доказательство. Так как семейство 31 локально-конечно, то все 
подпространства F} замкнуты и все вложения этих подпространств явля­
ются собственными. Из непрерывности когомологий (3) следует, что в мно­
жестве всех Fj, для которых h\Fj^0, каждое линейно упорядоченное 
подмножество ограничено снизу и можно применить лемму Цорна.

Доказательство теоремы 1. Индукция по I. При 1 = 1 каж­
дое Аа открыто в А, откуда #с(4) = 2 ^с(4а) и ненулевой элемент h е= 

ael
е Нст(А) имеет ненулевую координату.

Пусть Z>1 и теорема доказана с заменой I на Z —1. Пусть 
^Нст(А) — ненулевой класс когомологий и Fj= |J Аа— минимальное 

аеэ
(в смысле включения индексов) подпространство А такое, что h\Fj=A0. 
Покажем, что множество J имеет не более I элементов. Выберем произ­
вольно ре J. Если J = {р}, все доказано. Если J {р}, рассмотрим адди- 
ционную последовательность

и (4а п Ар)) Л HT(Fj)ZhT( и 4а)фЯГ(4р). 
aeJ\(₽} ае/\(₽}

Так как Fj минимально, то <p (h | Fj) = h | U Аа h | Ар = 0 и найдет- 
aej\<p>

ся (J (Аа П Ар)) такой, что Д/ц = h\Fj. Семейство мно-
a<=J\{P(
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жеств 2lt = {Ах П Л₽: а е J \ {£}} удовлетворяет предположениям тео­
ремы с т и I, уменьшенными на 1, поэтому существуют индексы ai,...

* • • 7 CCq— 1 ; 7 \ {₽}, Q < 1, такие, что К | J (Л„ П Лэ) =£0. 
3=1 1

Положим а, = J и рассмотрим коммутативную диаграмму

Нс ( U (Ла П Лр))—> 
ае/\{₽}

H™(Fj)

нижняя строка которой точна, а вертикальные отображения индуцирова- 
т-1 9—1ны вложениями. По предположению, Яст_1(Ла ) =0. Если Н™ ( J Аа ) = 

* j'=i 1
= 0, то Д1 — мономорфизм, и тогда

I U Аа, — (A^l) I U — А1 (^1 | U (-4а. П Ла )) 0,
3=1 ’ 3=1 J 3=1 ’ Ч

и из минимальности Fj следует, что J — {at,..., aq}, q < I.
т-1 <7—1

Осталось только показать, что Н™ (U Ло.) = 0. Поскольку q — 1 < I, 
3=1 1

достаточно доказать следующее утверждение.
Лемма 2. Пусть в условиях теоремы 1 множество I состоит из N < 

< I элементов. Тогда Hcm~i(A') = 0.
Доказательство. Будем считать, что Z={1,..., N} и проведем 

индукцию по N. При N = 1 утверждение леммы тривиально. Пусть N > 1 
и лемма доказана для N —■ 1. Рассмотрим аддиционную последователь­
ность

яГ2 (V1 (Л, П 4v)) ИГ1 (и А}) -> ПГ1 (V Л) © яг1 (4jv). (1)
3=1 3=1 3=1

Имеем Я™ 1(Л^ = 0 и Я™ |J Aj) = 0 по предположению ин- 
3=1

дукции. Семейство множеств = {Aj A AN: j = 1,..., Я — 1} удовлетво­
ряет предположениям леммы с m, I и N, уменьшенными на 1, поэтому 

ЯГ ( U (4* П 4v)) = 0- Из точности последовательности (1) следует 
3=1
N

Н™ 1 ( U ЛД = 0, и лемма доказана.
3=1

Замечание 1. Локальная компактность X использовалась только 
при доказательстве леммы 1. Поэтому для конечных семейств §1 требова­
ние локальной компактности X можно отбросить. При этом когомологии 
с компактными носителями можно заменить на когомологии с произволь­
ными замкнутыми носителями.

Замечание 2. Прямого аналога для гомологий теорема 1 не имеет.
Следствие 1. Пусть К — кольцо главных идеалов, М — связное 

ориентируемое обобщенное m-многообразие над К в смысле Бореля (6). 
Пусть 31 = {Аа: а е /} — замкнутое локально-конечное покрытие М крат­
ности, не превосходящей I, 1 =С I ==£ т, и пересечения по s множеств Аа 
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имеют тривиальные когомологии с компактными носителями в размер­
ности m — s при 0 < s < I.

Тогда из 91 можно выделить покрытие, состоящее не более чем из I 
множеств.

Доказательство. Применив к элементу 1 е Н™ (М) = К теорему 
ч

1, найдем q < I множеств Аа„...,Аа, таких, что 1| (J Аа.=/=0. Тогда 
5=1 3

Q а
U Аа. = М, так как в противном случае Нс ((J Аа.) = 0 (см. (6)). 

5=1 3 5=1 3

При 1 = 2 получаем
Следствие 2. Пусть m > 2, 91 = {4а: а е 7} — локально-конечное 

покрытие связного ориентируемого обобщенного m-многообразия, по 
меньшей мере, тремя замкнутыми множествами, ни одно из которых нель­
зя отбросить, и пусть Н,,т~1 (4а) = 0 для всех а е 7.

Тогда кратность 91 не может быть меньше трех.
Это следствие можно рассматривать как обобщение на некомпактные 

многообразия и бесконечные покрытия свойств А — С замкнутых покры­
тий многообразий из (2). Условие локальной конечности отбросить нель­
зя, как показывает пример покрытия одноточечными множествами и при­
мер счетного покрытия Sm шарами в (2).

Следствие 3. Пусть М — связное ориентируемое обобщенное (т+ 
+ -многообразие с НП^М) =0. Пусть семейство 91 = {Аа: а е 7} под­
пространств М удовлетворяет предположениям теоремы 1 и пусть 
А = и Аа разделяет М.

ае!
Тогда объединение некоторых I множеств Аа разделяет М (ср. со след­

ствием 1.1 в О).
Доказательство. Л7 \ Л несвязно тогда и только тогда, когда го­

моморфизм Я™+1(УИ \ 4)—>77™+1(Л7) имеет нетривиальное ядро (6). Из 
точной последовательности пары (717, А) следует, что ненулевой элемент 
этого ядра накрывается элементом й^Пс™(А). Применив к нему теоре- 
му 1, получим h\ U Aa.=f=O для некоторых а,е7 и q I. Тогда из точ- 

5=1 3

ной последовательности пары (М, J 4а.) следует, что ядро отображения 
5=1 3

77™:1(Л7\ J 4а.)—>77”+1(Л7) снова нетривиально.
5=1 3

Пусть G — модуль над коммутативным кольцом К с единицей. Рас­
смотрим теорию гомологий G), определенную в (4, 5).

Определение. Пусть А — замкнутое подпространство локально­
компактного пространства X. Говорят, что ненулевой элемент h е НТС(Х \ 
\4; G) зацепляет множество А, если его образ в 77/(Х; G) ра­
вен нулю.

Пусть теперь X — обобщенное «-многообразие над G в смысле Скля­
ренко (4) (например, многообразие в смысле Бореля (6), если G = К — 
кольцо главных идеалов). Для локально-замкнутого подпространства Y <= 
<=Х положим H,C(Y) = 77/(У; G); «ориентирующий» пучок <3^„(G) над 
X (4) обозначим через <%?„. Тогда теорема 1 дает следующий результат о 
зацеплении циклов.

Теорема 2. Пусть п,1,г — целые числа, п > I > 1, п — 1> 0, и
X — обобщенное п-многообразие с H°+l (X) = 0.

Пусть 91 = {А а: а е 7} — локально-конечное семейство замкнутых под­
пространств X, кратность которого не превосходит I. Предположим, что 
для всех s, 0 < s < I, и для любого набора из s неповторяющихся индексов 

S
{а, е/:/ = 1,,выполнено условие Hc~r~s~1 ( П Аа.; = 0.

5=1 3
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Если множество А — U Аа зацеплено элементом h е НГ°(Х \ Л), то су- 
ael

« 
ществуют индексы аъ ..., ая, q < Z, такие, что i,h зацепляет U Аа., где i:

5=1 }
Q

Х\ U Аа,—> X \ А — вложение.
i=i ‘

Доказательство. При помощи двойственности Пуанкаре (4) и ус­
ловия Har+l (X) =0 классы гомологий размерности г, зацепляющие 

U Аа, отождествляются с ненулевыми элементами из
aeJ

( U Аа', Я0- Применяя к ним теорему 1 с m = га — г — 1 и про- 
aeJ

водя обратные отождествления, получаем утверждение теоремы 2.
Этот результат обобщает теорему 1.1 из (*). Там же показано, что ни 

одно из условий теоремы 2 нельзя отбросить. Эти условия очень сильны. 
Так, если потребовать ацикличность пересечений множеств Аа во всех раз­
мерностях, то ненулевых классов когомологий и гомологий, фигурирую­
щих в теоремах 1 и 2, не существует. Для компактного А это следует из 
рассмотрения спектральной последовательности покрытия §1 пространства 
А (’).

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 1 XII1972
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