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1. Унимодулярные кольцевые группы были введены в (*) как класс 
объектов, содержащий, в частности, унимодулярные группы и двойствен­
ные им объекты. В этом классе имеет место принцип двойственности, обоб­
щающий классический принцип двойственности Л. С. Понтрягина локаль­
но-компактных коммутативных групп. В настоящей работе вводится более 
широкий класс кольцевых групп (неунимодулярные кольцевые группы), 
играющий аналогичную роль для произвольных локально-компактных 
групп (возможно, неунимодулярных). Далее под кольцевыми группами 
(к.г.) понимаются неунимодулярные к.г. Общий характер определения к. г. 
и метод установления принципа двойственности остается тем же, что и 
в ('). Основным аппаратом работы (*) являются следы на неймановских 
алгебрах и гильбертовы алгебры. В настоящей работе аналогичную роль 
играют веса и модулярные гильбертовы алгебры. Необходимые техниче­
ские сведения заимствованы нами из работ (2~5).

2. Определение кольцевой группы. °11— обобщенная левая 
гильбертова алгебра, — соответствующее гильбертово пространство. 
Каждый элемент а е определяет ограниченный оператор л (а): х -> ах 
в Дв. Алгебра операторов л(г2/) порождает левую неймановскую алгебру 
S (ДИ) алгебры На ней естественным образом определен канонический 
вес р и группа модулярных автоморфизмов <ц, — °° < t < оо. Пусть теперь 
31— неймановская алгебра операторов гильбертова пространства 36 и ц — 
фиксированный вес алгебры 51.

Обозначим через 91ц левый идеал алгебры 51, состоящий из операторов 
А, для которых ц(А‘А) < °°. Используя результаты Комба ((5), 2.11,2.13), 
можно показать, что если вес ц удовлетворяет некоторым условиям (назо­
вем такой вес стандартным), то операторы из П снабженные ска­
лярным произведением (А, В) = ц(5*А), образуют совершенную левую 
обобщенную гильбертову алгебру U, причем соответствие л (А) ->■ А, 
А е U 51, продолжается однозначно до изоморфизма неймановских алгебр 

(U) и 51. Обозначим через гильбертово пространство, являющееся по­
полнением U. В силу упомянутого изоморфизма канонический вес на 
S£ (U) переходит в вес ц и на 51 переносится группа модулярных автомор­
физмов О/. С помощью этого изоморфизма можно также определить на 
51 ® 31 стандартный вес ц ® ц. Обозначим через 8 совершенную модуляр­
ную гильбертову алгебру, ассоциированную с алгеброй^!! ((5), 2.8), через 
V — соответствующий модулярный оператор, а через * — инволюцию, со­
пряженную к *.

Известно, что неймановская алгебра 51, рассматриваемая как банахово 
пространство, является сопряженным к некоторому банаховому простран­
ству 31.. Обозначим через (A, f>, А е 51, / е 51., соответствующую двой­
ственность.

Лемма. Пусть Т е S <= 51 и V-72 (Т) = S е= Для А е 59 определен 
функционал ц(АТ’). Его можно единственным образом продолжить на всё 
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SI до функционала из St.. Функционал положителен тогда и только тогда,, 
когда 5 > 0. В этом случае его норма равна ц (5).

Лемма позволяет отождествить часть 91 с плотным подпространством 
из 91..

По определению к.г. @ однозначно определяется набором (91, Ф, +, ц), 
называемым пространством к.г. (п.к.г.). Здесь 91 — неймановская ал­
гебра операторов в гильбертовом пространстве Н (алгебра п.к.г.), Ф: 
91 91 ® 91 — нормальный мономорфизм неймановских алгебр, +: St -*• 91 —
антилинейное отображение (инволюция п.к.г.) и ц — вес на 91 (лево- 
инвариантный вес алгебры п.к.г.). Имеют место следующие

Аксиомы. I. Ф определяет коассоциативную кооперацию.
Таким образом, 91 снабженная мономорфизмом Ф, обладает структурой 

алгебры Хопфа — фон Неймана.
Обозначим знаком ~ изоморфизм 91 ® 91 -> 91 ® 91, продолжающий ото­

бражение А ® В -> А ®В — В® А, А,В^.%.
II. (Л+)+=А, (АВ)+=А+В+, (А+)*=(А*)+, Ф(А+)=Ф(А)\

A,Se=9t.
III. р, — стандартный вес.
IV. щ(Л+) =О-/М))+, Ф(щ(А)) = (щ®/)Ф(А), AeSt.
V. ц(А+) = ц(АА), где А — положительный самосопряженный опера­

тор в Н, присоединенный к центру алгебры 9t, А е 91+ (91+ — множество 
положительных элементов алгебры 91).

В соответствии со сформулированной выше леммой определим по весу 
ц ® ц функционал < •, • > на St ® 91.

VI. Для всех А, В, С 9)4

<Ф(С), А ®ВУ = <(+®*)Ф(5), А* ® С’>.

Последнее соотношение по существу представляет собой некоторое ус­
ловие на вес ц; вес, удовлетворяющий этому условию, назовем левоин- 
вариантным.

По определению, левоинвариантный вес ц алгебры п.к.г. определен 
с точностью до положительного нормировочного множителя. Изоморфизм 
91, -> 9t2 неймановских алгебр определяет изоморфизм соответствующих 
к.г., если он коммутирует с отображениями Ф, + и переводит левоинва­
риантные веса друг в друга (при их надлежащей нормировке).

Любая локально-компактная группа может быть следующим образом 
отождествлена с к.г. В качестве 91 выберем неймановскую алгебру всех 
ограниченных измеримых функций /(g) на G. Положим

Ф(/) = f(g'g), g, g'^G, Г(^r) = /(г1), p(/) = $/(g)tte, 

где dg — левоинвариантная мера Хаара. В этом случае U является гиль­
бертовой алгеброй. Поэтому o( = Z и * = *, /"(g) =f(g). Оператор А из V 
является оператором умножения на модулярную функцию A (g).

Перейдем к определению к.г. ®, двойственной к.г. S. Основную роль 
в нашем изложении играют двойные модулярные гильбертовы алгебры 
(д.м.г.а.).

3. Определение двойной модулярной гильбертовой 
алгебры. Плотное подпространство D гильбертова пространства на­
зывается д.м.г.а., если на нем определены две пары операций: умножение 
a U Ъ, инволюция аи (первая пара) и умножение а П Ь, инволюция ап (вто­
рая пара) так, что относительно каждой пары D образует модулярную 
гильбертову алгебру. Обозначим через U, Аи и А, Дп соответствующие со­
пряженные инволюции и модулярные операторы. Предполагается также, 
что оператор W в <3^ ® З'ё, однозначно определяемый равенством (a U а', 
Ъ П &') = (а ® &/£1, W (а' и ® &)) (связывающий оператор), ограничен. 
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2’U(Z>) —левая неймановская алгебра д.м.г.а. D, рассматриваемой как мо­
дулярная алгебра относительно первой пары операций. На операторах из 
:ли(.О), кроме естественных операций умножения ли(а)ли(Ь) =nG((iU 6) 
и сопряжения (ли(а))* = ли(аи), можно определить свертку и инволюцию, 
полагая: ли(а) * ли(Ь) = ли(а Л Ь), ли(а)+= ли(ап). Положим также 
ли(а)* = ли (аи), ли (а)т = ли (ап). Аналогичным образом определяются 
операции на лп(2?).

4. Основные теоремы. Если 31 — алгебра п.к.г., то наличие коопе­
рации Ф позволяет естественным образом определить свертку на 31» ра­
венством (.A, f * g> = <Ф(А), / ® g> (см. О). Лемма п.2 и аксиомы к.г. 
позволяют построить «-подалгебру S> алгебры 31, плотную в 51. и инвариант­
ную относительно + и свертки. Из аксиомы 5) к.г. следует, что отображе­
ние + можно понимать как предзамкнутый антилинейный оператор в про­
странстве пусть =F — сопряженная инволюция. Тогда можно показать, 
что ® является д.м.г.а. относительно операций умножения АВ, сопряжения 
А* и свертки А * В, инволюции Отметим, что модулярный оператор 
на ®, который стандартным образом строится по Т, определяется отобра­
жением А Д-‘Л, где Л А — оператор, фигурирующий в аксиоме 5) 
к.г.

Теорема 1. По каждой к.г. можно каноническим образом построить 
д.м.г.а. ©, удовлетворяющую следующим аксиомам-.

1) операторы Аи и Ап коммутируют {как самосопряженные операто­
ры).

2) (аи)п = (ап)и», (ап)и = (аи)п, (аи)п = (ап)и.
3) An(a U b) = Дп(а) U Ъ = a U Ап(6), Аи(а ЛЬ) = Аи(а) Л Ъ = а Л Аи(Ь).
4) (a U Ь)П = U ЬП, (а П b)U = aU П , а, Ье ©.

5) Связывающий оператор W унитарен.
6) (W ® 7) (7 ® W) (W ® 7) = (I ® W) ® 7) (7 ® W) (~ ® 7).
Теорема 2. Для любой д.м.г.а. D, удовлетворяющей аксиомам 1) —6), 

существует к.г. ®, алгеброй пространства которой является 2?ДД)), лево­
инвариантным весом — канонический вес на SU{D),

Ф(А) = W{I ® A)W", А е 2’и(7)), А+ = ли(ап), если А = ли(а), я. е D.

Относительно @ и D, фигурирующих в теоремах 1, 2, скажем, что они 
связаны по первой операций.

Теорема 3. Если в д.м.г.а. D, удовлетворяющей аксиомам 1) —6), 
поменять наименование пар операций, вновь получим д.м.г.а., удовлетво­
ряющую аксиомам 1) — 6).

Обозначим ее через D. К.г., связанную с D по первой паре операций, 
назовем двойственной к к.г. @ и обозначим через S. Иначе говоря, 
Ф — это к.г., связанная с D по второй паре операций. Можно показать, что 
@ изоморфна ®.

5. Преобразование Фурье. Согласно определению, алгебрами 
п.к.г. @ и ® служат соответственно 2’и(7)) и 3? n{D). Пусть A =nu(a), 
a^D. Его преобразованием Фурье А назовем оператор лп(а). 
Преобразование Фурье отображает взаимно однозначно ли(О) на лп(7)). 
Ниже приводятся преобразования Фурье операторов из ли (JD):

АВ А*В А* А+ А* А+ V (А) АА

А*В АВ Ат А* А+ А* А_1А V_1(A)

Здесь 4, Be (D). Имеет место формула Плашпереля

ц(5’/1) =р.(5‘А).
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6. Связь с другими работами. Компактные и дис­
кретные к.г.

Теорема 4. К.г. является локально-компактной группой в том и 
только в том случае, если алгебра ее пространства коммутативна. К.г. яв­
ляется двойственной к локально-компактной группе в том и только в том 
случае, если коалгебра ее пространства кокоммутативна: Ф = Ф.

Первая часть теоремы в унимодулярном случае доказана Стайнсприн- 
гом (8) и в общем случае Такесаки (’). В этих работах имеется также кон­
струкция пространств, соответствующих двойственным к.г., однако отсут­
ствует их аксиоматическое описание. Такое описание было получено впер­
вые М. Г. Крейном (9) для случая компактных групп, Г. И. Кацем (*) для 
унимодулярных групп и Л. И. Вайнерманом С0) в общем случае.

Естественно различать следующие частные случаи к.г.: а) V =/,. 
б) Д = 1, в) V = Д = 1. При переходе к двойственной к.г. классы а) и б) 
отображаются один на другой, а класс в) — на себя. К.г. класса в) назовем 
у н и м о д у л я р н ы м и. Они изучены в (О-В этом случае аксиомы 1) — (6) 
сводятся к аксиомам из (1).

Замечание. Первая часть аксиомы g) из (') оказалась лишней. Она 
следует из остальных аксиом.

В статье (“) введены алгебры Хопфа — фон Неймана, являющиеся 
п.к.г. класса а). Там же построены пространства двойственных им к.г. 
(т. е класса б)), однако не получено их аксиоматическое описание. В (“) 
получены также различные варианты принципа двойственности для ло­
кально-компактных групп (в частности, в форме Татсуумы). Отметим, что 
работы (’,10, “) явились отправным пунктом для настоящей статьи.

Назовем к.г. компактной, если p(Z) < °°, и дискретной, если 
алгебра ее пространства является прямой суммой факторов типа 1„. 
В (12) в предположении унимодулярности установлена двойственность 
между компактными и дискретными к.г. Почти не меняя рассуждения 
статьи (12), можно избавиться от предположения унимодулярности. Таким 
образом, имеет место

Теорема 5. Компактные и дискретные к.г. унимодулярны.
Если к.г. компактна, то к.г. ® дискретна. Если к.г. S дискретна, то 

к.г. ® компактна.
Поступило 
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