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1. Изучаются свойства некоторых алгебр, возникающих в структурной 
теории автоматов и представляющих самостоятельный интерес. Такого 
рода алгебры, описывающие функционирование управляющих систем, сле­
дуя С. В. Яблонскому (*), называем здесь функциональными системами. 
Функциональные системы характеризуются тем, что их элементами явля­
ются функции, реализуемые управляющими системами, а операции инду­
цируются правилами построения управляющих систем из заданных. В ка­
честве управляющих систем выбираются конечные автоматы с некоторым 
числом входных и выходпых каналов. Из этих автоматов строятся анало­
гичные автоматы путем отождествления тех входных каналов, которые 
принимают одни и те же значения, а также путем подсоединения выход­
ного канала одного автомата к входному каналу другого в том случае, 
когда все значения, принимаемые последним каналом, принимаются также 
и указанным выходным каналом. Эта модель приводит к целому ряду 
алгебр. Мы ограничимся здесь рассмотрением случая, когда автоматы не 
имеют памяти и когда множество тех множеств, которые являются облас­
тями значений входных или выходных каналов автоматов, является ко­
нечным.

2. Пусть S = (Sf, S2), где S, = {A,, А,,..., A.,}, = {В15 В2,... , В},
А; = {а/, aj, . . . . а), }. В. = {&?, ЬЗ,. . . , b 3r. }, А; Ah, В, =7= В; при i к, 
j I и пусть Xi = {ж/, х-3,. . . , хЗ, ■ • •}, 1 I, к^ s, 1 С J, I t.

Множество Xi состоит из переменных, принимающих значения из А,:. 
Пусть PSB1 — множество всех функций /(я/, . . ., хП1\ яд2, ..., хт2, ...

1 в. 
..., хТ, . . . , ж,,/), принимающих значения из В. Обозначим Z’s = U Prf.

l=i
В множестве Ps введем операции, которые естественно обобщают опе­
рации суперпозиции и за которыми мы сохраним название суперпозиции. 
Эти операции состоят в переименовании с возможным отождествлением 
переменных у функции внутри любого алфавита X и в подстановке функ­
ции в функцию вместо некоторого переменного, если все значения подстав­
ляемой функции принимаются указанным переменным. Полученную алгеб­
ру обозначим через tP-z и назовем функциональной системой. 
Ясно, что введенные в операции могут быть формально записаны пу­
тем некоторой модификации операторов, использованных А. И. Мальце­
вым при рассмотрении им итеративных алгебр Поста (2), и что последние 
являются частным случаем наших функциональных систем.

Обозначим через | С | мощность множества С. Естественно считать, что 
для функциональной системы выполнено |Аг| > 1, Bl(XlBi при любых 
i, j, I, таких, что / I.

Пусть М s 5Д. Множество [ЛЛ называется замыканием М, если 
оно состоит в точности из всех функций, которые получаются из функций 
множества М при помощи операций суперпозиции. Множество М называ­
ется замкнутым, если [7Я] М. и полным, если [М] = Множе­
ство М называется п р е д п о л н ы м классом, если оно не полно, ио для 
любой функции f Ф М имеет место [Л/ U {/} ] = Pz. Очевидно, предполпый 
класс является замкнутым.

Теорема 1. Множество предполных классов в конечно и все пред- 
полные классы стррярсд эффективно^
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Теорема 2. Существует алгоритм, который для любого Ps и любого 
конечного множества устанавливает свойство множества М быть
полным в PPZ.

■Рх называется правильной, если каждый замкнутый класс ее со­
держится в некотором предполном классе.

Теорема 3. a) .Ps правильная тогда и только тогда, когда существу­
ют Ai Si и В, е Т2 такие, что | А, П Bj| 2;

б) .Рх содержит предполные классы и замкнутые классы, отличные от
Ps и не содержащиеся ни в одном предполном классе, тогда и только тог­
да, когда для любых A. е Sb В, е S2 справедливо [At П Z?3| 1 и сущест­
вуют Ас е Bf е S2 такие, что \Ае А В/| =1;

в) не содержит предполных классов тогда и только тогда, когда для 
любых Ai е Si, Bj е S2 имеет место A, fl Bj = 0.

РР-z называется конечно-порожденной, если в РР?, существует 
конечное полное множество.

Теорема 4. РР2 конечно-порожденная тогда и только тогда, когда РР^ 
правильная.

Полное множество М —Р± называется базисом, если любое собст­
венное подмножество М не полно.

Теорема 5. содержит базис тогда и только тогда, когда РРх конеч­
но-порожденная.

Теорема 6. Мощность минимального базиса в РР2 равна |S21.
Теорема 7. Мощность множества замкнутых классов в равна 

континууму тогда и только тогда, когда S ({{«, &}}, {{а, &}}), где а=АЪ.
Замкнутое множество М s Р% называется открыто-замкнутым, 

если его дополнение замкнуто. По определению, считаем пустое множест­
во также замкнутым. Опишем все открыто-замкнутые множества в РР?. 
Пусть / е Рц, обозначим через Kf множество всех таких функций g из Pz, 
что при помощи только отождествления и переименования переменных из 

s t
g может быть получена функция /. Пусть D = ( U P-i) П ( U #?)• Элемен- 

t=i j=i
ты непустого множества D назовем абсолютными константами. 
Пусть, далее, Q — множество всех таких функций / из которые зависят 
только от переменных хР, хр, . . ., хР, Q's Q, и пусть каждое А, содержит 
не более одной абсолютной константы; обозначим через D(Q') множество 
всех функций из Q', которые получаются из функций множества Q путем 
обязательной подстановки всех абсолютных констант вместо всех возмож­
ных переменных *. На множестве S2 введем отношение эквивалентности 
В такое, что Bj В Bj' тогда и только тогда, когда В, Л Bj' Р 0, и пусть. 
Еь Е2,. . ., Ец — соответствующие классы эквивалентности.

Теорема 8. Множество М = Р2 является от крыт о-замкнутым тогда и 
только тогда, когда:

а) если каждое А, содержит не более одной абсолютной константы, то 
для некоторого множества S s D(ff)

м= и Kf-, 
ft= D-’(S)

б) если некоторое А, содержит более одной абсолютной константы, то

1 С. В. Яблонский, Сбори. Проблемы кибернетики, в. 2, 7 (1959). 2 А. И.
Мальцев, Алгебра и логика, 5, в. 2, Новосибирск (1966).

для некоторого множества Т = {1, 2,..., и}
м= и и PBj. 
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* Далее, если Q" е D(Q), то через обозначим множество всех тех функ­
ций / из Q, для которых D ({/}) s Q".
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