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В настоящей работе излагается один проекционный метод решения 
операторных уравнений в банаховом пространстве. Этот метод позволяет,, 
в частности, аппроксимировать интегральные операторы с ядрами, зави­
сящими от разности аргументов, дискретными операторами с разностны­
ми индексами.

1. Через 9? (X, У) обозначим множество линейных ограниченных опе­
раторов, определенных в банаховом пространстве X, с областью значений 
в банаховом пространстве У.

Рассмотрим уравнение
4ж = у, (1)

где А е ЗТ (X, У), у е У. Пусть со — некоторое неограниченное множество- 
положительных чисел, а {А} и {А}, т е со,—семейства проекторов, дей­
ствующих соответственно в X и в У. Пусть далее .l.e^fX, У), т^со, 
и | Ах — А | -> 0 при т -> °о.

Будем говорить, что к оператору А применим проекционный метод 
по системе (A, Qx, А), если, начиная с некоторого То, для любого у е У 
уравнение

<ЛААя = Qxy (2)
однозначно разрешимо в РхХ и при т ->- °° его решение стремится к реше­
нию уравнения (1).

В дальнейшем будем предполагать, что выполняются следующие ус­
ловия:

а) проекторы А и Qx при т сильно сходятся к единичным опе­
раторам;

б) | QXA — АРХ | -*■ 0 при т -> <».
В этом случае справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Если оператор А обратим, то к нему применим проекци­

онный метод по системе (Рх, Qx, Ах).
Доказательство. Из условий а) и б) следует, что для любого опе­

ратора В *= Z (У, X) при т
| ((?ТАА) (Аад - QxABQx I -> 0, (3)
| (PXBQT) {QXAXPX} - РХВАРХ | -> 0. (4)

Полагая вместо В оператор А-1, получим, что, начиная с некоторого т0,. 
операторы (\АА обратимы и при т

| (^ААГ'-АА-ЧА! ->0.
Сходимость решения хх уравнения (2) к решению х уравнения (1) вы­

текает из оценки
]хх-х1 |((?TAtA)-W-AA-WI + iPrA-’Qxy-A^yl. (5) 

Теорема доказана.
Замечание. Из неравенства (5) следует, что для погрешности 

| хх — х | имеет место оценка
|хт —х| ^С,\Рхх — х\ + С2|А —А|.
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Если оператор А не обратим, но является Ф-оиератором и одно из его 
дефектных чисел (а (Л) = dimkerA или р(Л) = dim сокет А) равно нулю, 
до имеют место следующие обобщения теоремы 1.

Через
0 (L, М) = max { sup р (Z, М), sup р (m, L)}

let, тем
10=1 |m|=l

обозначим раствор подпространствLnM.
Теорема 2. Пусть А является Ф-оператором и [}(M) =0. Тогда при 

достаточно больших значениях т оператор Вх = QXAXPX будет Ф-операто­
ром. Кроме того а(Вх) = а (Л), [3(ВТ) = 0 и 0(кег5т, кег Л) -> 0 при т

Теорема 2'. Пусть А является Ф-оператором и а (Л) =0. Тогда при 
достаточно больших значениях т оператор Вх = QXAXPX является Ф-опера­
тором, а(5т) =0, ^(2?т) =|3(Л) и для любого coker Л можно так выбрать 
■coker Вх, что 0 (coker Вх, coker Л) -> 0 при т

В условиях теоремы 2 (2') оператор Л обратим справа (слева) и об­
ратимость справа (слева) оператора Вх следует соответственно из соот­
ношений (3) и (4).

Теоремы 1,2 и 2' допускают обращения в следующем смысле:
Теорема 3. Если при всех т^т0 операторы QXAXPX обратимы и 

| ((ртЛт^г)_11 С < оо, то оператор А обратим.
Теорема 4. Если при всех т т0 операторы QXAXPX обратимы справа, 

| (<2тЛтРт)_1п| < С < оо и dim ker < ZV < °°, то оператор А обратим
справа и dim кет Л А'.

Теорема 4'. Если при всех т > т0 операторы QXAXPX обратимы слева, 
| (<?тЛтЛ)-‘л| С < оо и dim сокет < 7V < °о, то оператор А обра­
тим слева и dim coker Л < N.

2. Многочлен r(t) степени не выше чем п назовем интерполяционным 
для функции х Lp(a, b), i р < оо, если

°*+i
$ (#(Z) — r(Z)J d£ = 0,

где

«* = « + 7"ГТ (ь — e)> k = 0,i,...,n.

Для любого элемента из Lp(a, b) указанный многочлен всегда существует 
и определяется единственным образом. Операция сопоставления элемен­
ту его интерполяционного многочлена степени не выше чем п является 
проектором в LP(а, Ъ).

Пусть п — неотрицательное целое число, h — вещественное положитель­
ное число. В пространстве £Р(—°°,+°°) определим проектор Рлп следую­
щим образом: (Phnx) (Z) = rk(Z) при kh < t < (к + 1)Л, к = 0, ±1,..., где 

(/) — интерполяционный многочлен степени не выше чем п для сужения 
функции х(t) на отрезок [kh, (к + 1)/г].

При h -> 0 Phn сильно сходится к единичному оператору. Причем, если 
■функция ж(£) е Z,p(—оо,+<») непрерывно дифференцируема п раз, х(п) (Z) 
абсолютно непрерывна и ■r<n+o (Z) е Lp(—°°,+°°), то для погрешности 
| х — Phnx | Lp имеет место оценка

| X - PhX |Lp < I *(n+1> |Lp.
Обозначим через lPn пространство векторов с определе­

нием нормы
П оо

и,.- 2( 2 l4r)w.
Р i=Q k——<x
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Элементу х е Im РЛП поставим в соответствие вектор х е 1Рп с коорди­
натами

ak г+1

4 = 4г S (6)
aki

ГД6 dki = Н п ‘| | h"> i 0, 1, . . . , 72, Zu 0, il, ... .

Полученное соответствие является изоморфизмом между ImZV и 1Рп. 
В пространстве АР(—°°.+°°) рассмотрим оператор свертки

+°°
(Ax)(t) = \ a(t — s) x(s)ds, (7)

—оо 
где а е Li (—°°, +°°).

Имеет место следующая 
Лемма.

| - PnhA | -> 0 при h->0. (8)
Нетрудно непосредственно проверить, что (8) выполняется, если a(t) 

является характеристической функцией интервала (а, ^). Так как линей­
ные комбинации характеристических функций плотны в Li(—°°, +°°), то 
(8) имеет место для любой функции Li (—°°, +°°).

В силу изоморфизма ImZV и 1Рп оператору PhnAhPhn соответствует не­
который дискретный оператор, действующий в 1рп. Если в качестве опе­
ратора Ah мы возьмем оператор свертки с ядром ah = Phna, то |Л — АА -+ 

0. И тогда уравнению
PUhPhX = Pnhy 

будет соответствовать следующее дискретное уравнение типа свертки с 
матричными коэффициентами:

оо п

2 2 ^-^1 = Уь J = 0, 1,..n; Z = 0, + 1,...
&=—оо г=о

При этом
п

а£ = А 2 + «I-iP?),
г=0

где коэффициенты а/ определяются по ядру a(Z) с помощью формулы 
(6), а коэффициенты а/’, ргу, г, /, г = 0,1,..., п, зависят от и и не зави­
сят от а{Р).

Через Р± обозначим следующие проекторы в пространстве Вр(— 
+°°): (Р±х) (Z) = V2 (1 ± sign t)x(t). Проекторы Р± коммутируют с Phn 
при любом h и п.

Пусть со = (0, +°°), h = 1 / т, тещ, и P, = Q,= РА. Тогда условия а) 
и б) и. 1 выполняются для следующих операторов:

1) оператора I — А и оператора Винера —Хопфа Р+(7 — А)Р+, где 
А — оператор вида (7);

2) парного оператора Р+(7 — А) + Р_(7 — В) и транспонированного 
к нему оператора (Z —Л)Р++ (I — LT)P_, где А, В — операторы вида (7);

3) матричных аналогов операторов п.п. 1) и 2).
Поэтому для всех указанных операторов справедливы результаты тео­

рем 1—4.
Замечание. Аппроксимирующие операторы являются при п — 0 

дискретными аналогами исходных интегральных операторов, а при 
п > 0 — системами дискретных операторов типа свертки размерности 
т(ге + 1), где т — размерность исходной интегральной системы. Поэтому 
в совокупности с проекционными методами решения дискретных систем
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типа свертки (*) мы получаем приближенный метод решения интеграль­
ных уравнений типа свертки путем сведения их к конечномерным алгеб­
раическим системам.
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