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1°. В этой работе изучаются дифференциальные эллиптические задачи 
на многообразиях с особенностями довольно общей природы. В качестве 
особенностей допускаются «ребра» различных размерностей и их всевоз­
можные пересечения (под ненулевыми углами). Такие же множества рас­
сматриваются как носители разрывов коэффициентов.

Краевые задачи в областях с коническими точками на границе доста­
точно хорошо изучены (см. (', 2) и приведенную там литературу). В ра­
ботах (3_11) с различных точек зрения изучались краевые задачи с осо­
бенностями (коэффициентов или границы), сосредоточенными на гладком 
s-мерном многообразии. Задачи типа С. Л. Соболева в случае подмногооб­
разий с многомерными особенностями рассматривались в (12).

2°. Операторы и пространства. Пусть Й — и-мерное многооб­
разие класса определенного в (1S). Мы будем использовать обозначе­
ния и терминологию, введенные в (13); в частности, через (to, Ро, ... 
...,£;, рг, а;) обозначим локальные координаты на Й.

Пусть Zk = (to,. .. , Rk = (ро, . . ., pA), Z = Zg, R = 7?,,; - мульти­
индекс размерности d>, — неотрицательное целое число; JfA=(p0, ■ • ■ , щ),
M=(vo,..., vA), M = Mq, N = Nq; s(M, N) = (\M0 | +1 Ao|, . . . , 1^,1 + 
+ |2Ve_1|; 0). Функция %, определенная в принадлежит классу ST, если 
функции RS{M- N)DzMDR!f%, где \М| + |7V| I, непрерывны.

Объединим в класс О(р, тп, й), р + m < Z, дифференциальные опера­
торы Р на О \ 9Q., подчиненные следующему условию. В любой системе 
координат (to, Ро, • • ■, t«, Рз)

Р = 3 aM,NR*m-»D%D%, (1)
IМ |+J О

где р = (д, ...,/>, 0), Ям, х s ЕЕ)1- Если в координатной окрестности Vt для 
оператора Р справедливо представление (1), то во всякой другой окрест­
ности V2(Vi I'ilWn этот оператор представляется в аналогичном виде. 
Обозначим через L и В матричные дифференциальные операторы разме­
ров k X к и гХк. Элементы 1ц матрицы L принадлежат классам 
O(i,j, тп, Й), где tn «С Si + К tn + m l, а элементы bi} матрицы В — клас­
сам О(хц, тп, й), где T;j ’ • Oi + t„ Тп+тп^к Через s,, t>, о, обозначены 
целые числа такие, что max sf = 0, 0, st + tt + ... + sk + th = 2r. Пусть
у — оператор сужения на Mn_1 и §1 — оператор краевой задачи {L, уВ}. 
Будем предполагать, что §1 — эллиптический по Дугласу — Ниренбергу.

Сопоставим каждому cZ-мерному страту Т вещественное число [Jr, 
0 =5 d С re — 2, и обозначим через & набор всех [Ч. Пусть U — окрестность, 
обслуживающая страт Т, х: U Rd X RTl X й4, и пусть Sest(Z’). Обоз­
начим через 51 страт дй17 порожденный стратом 5, и положим [}„= fls, 

= {{Б,: 5est(Z)}. Если st(7) содержит лишь (я—1)-мерные страты, 
то ЕЕ — пустое множество. Введем пространство функций Н3$з (О). Допу­
стим, что оно определено для всех й е ЕЕ,', к < п. На тг-мерном многооб­
разии Й норма в (й) склеивается, как обычно, из локальных норм.
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Для функций и с носителями в U введем норму

оо
м».« = ( 5 «5 з |[(дада«°*-,1ч.и_,,«,ra,/s’*'w<w/-- 

Hd О FlJ-1+v^s

Если $ — пустое множество, то, по определению, Hsss (й) есть прост­
ранство ЯДй) С. Л. Соболева. Через y/7s®(Q) обозначим пространство 
следов на Мп~1 функций из Hsss (S2). Пусть s — целое число, 
max{o; + l, s} s min{£w + st, т^ + о,}. Оператор 91, определенный на 
k k г
П Hs+tj,33 (й), непрерывно действует в п НS-S| ,33 (й) хП уЯз-о^(О). 
i=l 4=1 у=1

Введем еще в Я8, (й) норму, зависящую от векторного параметра g:
s

II и ||hSi п) = 2 R |2fe II и ||щ, да(О) •
6=0

Будем рассматривать также операторы Р (с) = 2 ^Ру, гДе 
IyKp

Р, е О(р — | "f |, т, й). Естественно вводятся матричные операторы L(g), 
B(g) и оператор 91(g) = (L(g), 7B(g)} краевой задачи. Предположим, что 
91(g) эллиптический (с учетом параметра).

3°. Нётеровость и разрешимость краевой задачи. 
Пусть U — окрестность, обслуживающая d-мерный страт Т, 0 d п — 2, 
x^U. (g, р, а) — проекции точки х(ж) на сомножители произведения 
Rd X R+l X Qi. В координатах (£, р, а) оператор Р^О(р, т, й) можно 
представить в виде

р = Р'р 2 * (£> р) (рЛГ (р^р)9,
|p.|+v.<jp

где Рц, v — 0{р — | ц| — v, т. й). Для каждой точки ж<0) = (g(0), р = 0) 
определим «модельный» оператор вй1 X Й1.:

Р (g(0), 0; рц, РВр) = 2 Р^, v (V°\ 0) (pi])1" (pOP)v .
|1Й-Н<р

■Оператору P(g) сопоставим модельный P(t,m, 0; pg, рц, pDp) ~ 
= 2 (Р?)? X Pv(t,m, 0; рц, рЯр), | у | I. Оператор 91 краевой задачи
на й" порождает в каждой точке х{е'} множества М" U ... U M'L~- модель­
ный оператор 9l(g<0); 0; рц, pZ)p) = {L, 7В} краевой задачи в Kn~d = 
= RP X йь где d — размерность страта Т, содержащего хт. Здесь, L, В — 
матрицы с элементами 1ц. li}. Аналогично определяется оператор 
i(V0), 0; pg, pi], pDp).

Через Е,,азТ (Kn d), где 9$Т = {рг, ^}, обозначим пространство функ­
ций в снабженное нормой

а через yES:^T(Kn d) — пространство следов функций из ESt/;r(Kn а) на 

объединении (и — d — 1)-мерных стратов dKn~d. Оператор ЭД, определен-
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k k
вый на {] ESJrt.iSlT (Kn~d), непрерывно действует в (Kn~d) X

J=1 2=1Г
хП?/Ц,»т (Knd).

1=1
Лемма 1. Оператор St нётеров в том и только в том случае, если для 

всех т], |т]| =1, оператор 81(^(0>, 0; рг), рРр) осуществляет изоморфизм 
при любом xm е М' U ... U Мп~2 и является нётеровым при ж(0> <= М°.

Лемма 2. Для того чтобы при достаточно больших 11| оператор St(£) 
был изоморфизмом и выполнялось неравенство

k k

2 II ui 1|я8+( , SB <1 C I 2 II U)i ks-Si, S3(Z- П) +
3=1 1 4=1 г

r

+ 2 II (Y5 (£) w)i llvHs-aj, S3& «)} 
1=1

с постоянной с, не зависящей от необходимо и достаточно, чтобы для 
всех g, р, | В|2 + | т] |2 = 1, операторы 91(£(0), 0; р^, рр, рОр) осуществляли 
изоморфизмы, какова бы ни была точка xw <= ЛЕ U ... U Мп~\

Если оператор 91(£<0), 0; 0, X) удовлетворяет условиям: а) при боль­
ших | X |, X е R1: 91(0, X) — изоморфизм; б) справедлива оценка

k k

2 II ui Iks+f., ВзД- < с { 2 11 (0> k “)i ks-sj, ад +
j=i 3 4=1 г

г

+ 2 II (0, X) u)i ||YHS (X, од} •
i=l г J

с постоянной с, не зависящей от X, то [91(0, А)]’1 является мероморфной 
оператор-функцией, полюсы которой (за исключением разве лишь конеч­
ного числа) расположены внутри некоторого двойного узла, содержащего 
мнимую ось.

Лемма 3. Оператор й(рц, pDp) нётеров в том. и только в том случае, 
когда выполнены условия а) и б) _ и прямая ImX = s— (п—d+ fJT)/2 
не содержит полюсов [91(0, X)]-1, где Т — страт, содержащий xw.

Лемма 4. Для выполнения условий а) и б) необходимо и достаточно, 
чтобы для любой точки уа, расположенной на ^-мерном страте границы 
Kn~d, 0 < б < п — 1, модельный оператор, порожденный оператором 
Sl(0, pDp), был нётеровым (был изоморфизмом).

В силу лемм 1—3 проверка нётеровости оператора St (обратимости опе­
ратора St (В) при больших |£|) на п-мерном многообразии Я свелась к по­
следовательной проверке условий леммы 3 для операторов (с параметра­
ми) на многообразиях меньшего числа измерений (при априорных пред­
положениях о тривиальности ядра и коядра любой модельной задачи). 
Используя лемму 4, можно расшифровать эту схему следующим образом. 
Пусть Т — d-мерный страт д(Р и Тр,..., h = Т — цепочка стратов, 
Е е st(7’J), к > j. В любой системе координат (£0, р0,..., £;, рг, аг), 

■аг *= йг+1, оператор Р е О(р, m, Q) имеет вид

р = дД 2 Рм^ (Zi’ Ri)
|mzh-|x'zkp

где' pj = pj, . . p0, Ri = {p0, . . ., p J, Pmz, e О (p — | Mt | — | TV,), m, QJ+1).
Обобщая данное ранее определение модельного оператора, каждому набо- 
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py (Z(0>, 0) = (&0), 0, . . . ,|)0), 0) сопоставим модельный оператор на 
^+X3^+1:

/-= з PMl,^{zr, 0)(рЯ)г'(рДЛ
|MZ| + |NZ|^P

где Н е R'h+-•■+rfi+;. d = dt, Гг = {p0, ..., v^t, цг}. Естественно опре­
деляются операторы ^(Z®, 0; pH, pDp) модельных краевых задач в 
7?+* X Q;+i. Если §1 зависит от параметра |, то в определении 31 следует 
заменить II на (Я, |). По определению, набор чисел является допусти­
мым, если он удовлетворяет следующему условию.

Каждому (гг — 2)-мерному страту Т сопоставляется число такое, что 
прямые ImX = s —1 —Щ не содержат полюсов операторов [Йп_2(0, X)]-1, 
связанных со стратом Т. Предположим, что ker Stn_2(p/Z, pZ?p) = 0, 
coker §1„_2(рЯ, pZ?p) =0 для всех операторов Й„_2(рЯ, pDp). Тогда, по лем­
ме 4, операторы Sl„_3(0, X) удовлетворяют условиям а) и б), где набор 
однозначно определен показателями [Ц (гг — 2)-мерных стратов. Допу­
стим, что показатели всех стратов размерности d> п — к выбраны так, что 
для операторов Й„_А(0, X) выполнены условия а), б), где набор одно­
значно определен показателями d-мерных стратов. Пусть показатели 
(гг — к)-мерных стратов Т выбраны так, что прямые ImX — s — — к/2
не содержат полюсов [31и_А(0, X)]-1 и ядро, и коядро любого оператора, 
31„_А(рЯ, р.Ор) тривиальны. Тогда, по лемме 4, все операторы (0, X)
удовлетворяют условиям а), б). Если так удается пройти все размерности 
d = п — 2,.. ., 1, 0, то получается допустимый набор 08. Если при пост­
роении $ не требовать тривиальности ker 510 и coker ЗЦ, то получим набор, 
допустимый в слабом смысле.

Теорема. Оператор 31 (ЭД(|)) является нётеровым (изоморфизмом 
при больших |||) в том и только в том случае, когда набор $ допустимый 
в слабом смысле (допустимый).

Асимптотические представления решения вблизи страта имеют вид, 
аналогичный указанному в (”) для случая (п — 2)-мерного ребра.

4°. Связь с задачей Римана — Гильберта. По-видимому, 
неизвестно, можно ли в общей ситуации найти содержательные условия 
тривиальности ядра и коядра модельной задачи. В частных случаях (для 
сильно эллиптических задач, для задачи с косой производной и некото­
рых других) такие условия найдены (см. (5, 10, “)). Отметим, что иссле­
дование модельной задачи сводится к изучению задачи Римана — Гиль­
берта на полупрямой с вполне непрерывным операторным коэффициентом. 
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им. А. А. Жданова 4 VI 1972
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