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(Представлено академиком И. М. Виноградовым 24 XI 1972)

1. В 1948 г. А. Сельбергу (') и Эрдешу (2) удалось принципиально но­
вым вполне элементарным методом доказать асимптотический закон рас­
пределения простых чисел в форме

ф(ж) = х + о(х), (1)

где ф(ж) — функция Чебышева.
С тех пор появилось довольно большое число работ (см. (3,4)), посвя­

щенных уточнению при помощи этого метода оценки остаточного члена 
в формуле (1). Таким путем Бомбьери (3) и Вирзинг (4) установили, что

ф(х) = х + О(х log~ma:),

для любого фиксированного положительного значения тп.
Наконец, в последнее время Даймонд и Стениг (5) существенно усо­

вершенствовали идеи и форму элементарного метода исследования функ­
ции ф(я) и показали, что погрешность от замены ф(.т) на х является ве­
личиной порядка не большего, чем

хехр{—log7’ж log-2 log ж}. (2)

Существо их метода составляют глубокое обобщение известной формулы 
А. Сельберга и тауберова аргументация по образцу Вирзинга (4).

В данной статье, усиливая тауберову аргументацию в этом методе, 
мы получаем новую оценку остаточного члена в элементарном доказа­
тельстве асимптотического закона распределения простых чисел. Наш ре­
зультат, если его несколько огрубить, выглядит как нижеследующая 

Теорема.
ф (х) = х + О(х ехр {—logA slog-3 log х}). (3)

Доказательство теоремы является элементарным в том смысле, что не 
использует каких-либо функциональных свойств дзета-функции Римана и 
вообще теории функций комплексного переменного. Однако в техническом 
отношении оно довольно сложно и громоздко.

2. Далее, в обозначениях Даймонда и Стенига (5), мы сформулируем 
ряд предложений, замещение на которые соответствующих утверждений 
из (5) приводит к оценке (3) вместо (2).

Основной является следующая
Теорема 1. Предположим, что:
1) / и g —измеримые вещественнозначные функции на (0, °°), такие, 

что для некоторого целого п > 2, положительных чисел F и G при всех 
х > 0 имеют место неравенства

О г2п-1 р г2П-1
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O(Z,K) =

2) h (x) определена на (0, °°) в виде

h (х) = Вих^п ^(х-у)ё (у) dy, Вп = (2м - 1)!/ [(« - 1) !]2;

3) Л7>0 целое, б и е — вещественные числа под условиями

0<б^20пе2/(417И), О < е < 1 / (20тг);

4) существует X > О такое, что при всех х> X имеем

| h (/) dt | У/'G бх;
о

5) дляХ^ Y^Z, Г = (14-е) У
Z — Y, если Y^Z<^Y',

<+[4-+6и®+тм\ <z - у')’есм Z>Y'-

Тогда
z
\h\t)dt<^FG Ф(г,У).
Y

Эта теорема существенно отличается от теоремы 6.1 из (5) условием 
на величину б.

Пусть далее, как и в (’),

R(x) = (dN-dY).
i

Лемма 1. При целом п > 10, А = 700, b > 11 существует счетное мно­
жество {х,}До и абсолютно непрерывная на [1, <») функция Ro такая, что

а) | В'о (х) (1 + 10'9Ь+87) logn_1x; х £ {х>},
6) |Я0(х) -7?(х) | < (109Ь-94Ллг4)"х,
в) /?о(а:) =О вблизи 1.
Лемма 2. При целом п > 10, А =700, Ъ > 11, х > ехр (109Ь_9Мп4), 

если г/0 = 1081г,_856Лпп4пх log1_nx, у0^ у х/ (iOOn), имеем
\R(x + y) -7?(х) | (1 + 10-9b+87)plog"-‘x;

если же 0<у ^у0, тогда

\R(x + y) -R(x)\^ (l + 10-9b+87)z/0log^'x^ (109Ь-94Лп4)"х.

Пусть Rv для v = 1, 2,... определяются соотношением

jjLn dRv= Вп[dR^ •■■= dR^

и flv(l) =0.
Лемма 3. При п 10, b > 11, v > 1 для всех х > 1 имеем

\Rv'(x) | < (1 + Ю-96-87)29 log"-*х.

Лемма 4. При п > 10, Ь 5г 11, А = 700 и

0 < v < log(32n) / log 2
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для всех х > 1

|Я,(а:)-ВД| < (109Ь-94[4(1 +10-9Ь+8’)16]Мп4)^.
Л е м м а 5. Если log я Э5 1010Ь—94тг5, b 11, то

| /?2 (ж) | 0,8 logn_1x.

Лемма 6. Для 0 < б < '/2, п > 9 / б2, 5 v С log (128б2ге) / log 2 и

log а: > t 2, б \ 2 Ю105'9^5 = log б >11,

мл«ее.и

| (я) | С [exp (— 2V_S) + 7-2 ехР (— 63тг) ] logn_1a:.

Перечисленные леммы 1—6 представляют собой необходимые для на­
ших целей уточнения или видоизменения соответствующих лемм из (5), 
гл. VI. Их доказательство опирается на обобщенную формулу А. Сельбер 
га (гл. V, §5.2) и указанную выше теорему 1. Общая схема доказательства 
в основном остается прежней. Но теперь мы можем выбрать п так, что

1010Ь-93 (п - 1)6+81 < log х < 10,0Ь-93м6+о 
при

61 = loglogx ’ Ь~(-эТзЬо-H^jbgloglog.z, е2>0,

что приводит к следующей оценке: при х х0, е3 > 0

|ф(ж) — х\ х ехр{—log'/sa:(logloga:)~2_s/2’_83}.

Некоторое огрубление этого неравенства и доказывает нашу теорему.
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