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ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ, СОХРАНЯЮЩИХ КОНГРУЭНТНОСТЬ

1. Мы рассматриваем пространства R, R', каждое из которых может 
быть либо эвклидовым, либо Лобачевского, либо сферическим (можно было 
бы включить и пространства Римана). При этом допускаются бесконечно­
мерные пространства. Бесконечномерное эвклидово пространство — то же, 
что пространство Гильберта Н с переносами; бесконечномерное простран­
ство Лобачевского изображается в модели Клейна внутренностью шара в 
Н; бесконечномерное сферическое пространство — сфера в Н.

Теорема 1. Пусть М,о — ограниченное множество в некотором R, со­
держащее по крайней мере две точки, причем, если пространство R сфери­
ческое, то d(M0') < где d — диаметр. Пусть, далее, / — такое отобра­
жение R на некоторое П', что если М = Мо (множество М конгруэнтно Мо), 
то f(M) = f(Mf>), и обратно-, если N = f(M0), то f~l(N) = Ма, где —
полный прообраз N.

Тогда отображение f сохраняет равенство расстояний и тем самым кон­
груэнтность любых множеств.

Дополнение. В случае сферического R достаточно требовать 
д(Мй) < d(R), если / непрерывно, или если М<> состоит из двух точек, либо 
связно (не исключено, что это всегда достаточно).

Конгруэнтность множеств в R (и в R') можно понимать в следующем 
смысле. Пусть G — группа движений, «транзитивная на лучах», т. е. на 
множестве всех полупрямых. Мы считаем М = Мо равносильным сущест­
вованию такого g е G, что g(M) = Mi.

Заметим, что теорема 1 не нова, по крайней мере в более частных пред­
положениях, но, к сожалению, я не могу указать соответствующие работы.

2. Укажем два следствия теоремы 1, касающиеся отображений R на 
себя. Такое отображение, сохраняющее равенство расстояний, является 
подобием, если R эвклидово, и движением, если R — Лобачевского или сфе­
рическое.

Пусть G — группа движений пространства R, транзитивная на лучах, 
h0 — взаимно однозначное отображение R на себя и Н — группа, порожден­
ная g и h0. Если A, В — точки в R, то НА обозначает совокупность всех 
h е Н с h(A') = А, а НА(В) — множество всех X — h(B) с h е НА. Под па­
рой A, R будем понимать пару различных точек из R.

Теорема 2. Если h„ непрерывно и не f сохраняет равенство расстоя­
ний, то для любой пары A, В оказывается HA(B~) = R \ (А).

В следующей теореме непрерывность h0 не предполагается.
Теорема 3. Если R — пространство Эвклида или Лобачевкого и для 

некоторой пары A, R НА(В) ограничено, то h0 сохраняет равенство рас­
стояний.

То же верно в сферическом R, если для некоторой пары А, В 
d[HДБ)] < d(R).

Интересно, не является ли требование непрерывности ho в теореме 2 
лишним?

3. Докажем теорему 1. Пусть выполнены ее условия.
1) Отображение / взаимно однозначно.
Действительно, пусть М = Мо и N = f(M). Тогда, по условию, наложен­

ному на /, = Ма, и так как /_‘(А) => М = Мо, то /_1(А) = М, т.е.
Г(Ж)) =М.

1257



Допустим теперь, что в R есть такие точки X, Y, что X Y, но f(X) = 
= f(Y). Возьмем М = Ма так, что X е М, но Y М. Тогда f(X) е /(7И) 
и ] => (X, У). Но ] = М, так что М => (X, У) вопреки вы­
бору М. Следовательно, f взаимно однозначно.

2) / переводит шары радиуса, равного диаметру Мо, в равные шары 
радиуса, равного диаметру 7 (Ж)) и их центры — в центры.

Действительно, отнесем каждой точке X <= R сумму Рх всех множеств 
М = М„, содержащих X. Точно так же образуем сумму всех множеств 
N = f(M0), содержащих f(X). Из условий, наложенных на /, следует, чтс 
7(Л0 = Qf(x).

Очевидно, вращения вокруг X переводят Рх в себя, так что Рх состоит 
из сфер с центром X. Поэтому дополнение суммы всех PY, не пересекаю­
щихся с Рх, будет шаром Sx с центром X и радиусом, равным диамет­
ру Мо.

Совершенно так же в R' строятся шары Sx- и оказывается = f(Sx)
3) Поверхность dSx шара Sx отображается на поверхность dSf(xy шара

Это следует пз того, что dSх состоит из таких точек У е Sx, что имеется 
шар Sz с Sz П Sx = (У).

4) Отображение / гомеоморфно.
Действительно, из 3) следует, что внутренности шаров Sx отображаются 

на внутренности шаров 5дх). Пересечением внутренностей двух шаров 
можно получить сколь угодно малую окрестность данной точки. Поэтому 
/, а также /_1 непрерывно.

4. Итак, мы имеем гомеоморфизм f R на R', переводящий равные 
шары Ах в равные шары Sц х и их центры — в центры. Покажем, что f со­
храняет равенство расстояний. (При этом в сферическом пространстве ра­
диус шаров Sx меньше половипы его диаметра.)

Возьмем У.е Sx и такой шар Sz, что dSz проходит через У и касается 
сферы dSx П dSY. Проведя это построение для всех У е Sx, образуем сумму 
всех соответствующих пересечений Sx Л Sz. Ее дополнение в Sx будет 
Открытым шаром с центром X. Соответствующий замкнутый шар обозна­
чим Sx.

Это построение осуществляем для всех точек X е R и по получен­
ным шарам S1 строим шары S2 так же, как № строятся по исходным
S. Продолжая этот процесс, будем получать сколь угодно малые ша­
ры Sn.

То же построение проделываем в R', отправляясь от шаров 51 =f(S), 
и получаем равные шары Sin, причем S Ду) = f(Sxn).

Фиксируем е > 0, и пусть шар ®х = Sxn имеет радиус г < е. Беря сум­
му шаров с У е <SX, получаем шар ©х‘ радиуса 2г; аналогично получа­
ем шар ®д-2 радиуса Зг и т.д. Аналогичное построение осуществляем, исходя 
от шара ®дх) = f(Sxn), и получаем шары ©ДД =/(®х"!). При этом 

5©дх) = /(5Sxm).
Таким образом, точки У, равно удаленные от X на расстояние, кратное 

г, переходят в точки f(Y), равно удаленные от 7(^0 на расстояния, крат­
ные г1 — радиусу шара 7(®х).

Так как г произвольно мало и f непрерывно, то оказывается, что Точки, 
равно удаленные от X, переходят в равно удаленные от f(X). И так как 
это верно для любой точки X, то вообще f сохраняет равенство расстояний, 
что и требовалось доказать.

5. Докажем теорему 3. Пусть выполнены ее условия. Сопоставим каж­
дой точке X множество Рх всех У = h(B) при h(А) = X, где h^H, так 
что, в частности, РА = НА(В). Очевидно, при всех h п X будет h(Px) = 
PhW. Кроме того, так как Н содержит транзитивную группу движений, то 
все Рх конгруэнтны друг другу.
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Таким образом, для каждого отображения / = h оказываются выполнен­
ными условия теоремы 1, и, ссылаясь на нее, заключаем, что h — движение 
(в эвклидовом R h могло бы быть подобием, отличным от движения, но 
так как НА(В) ограничено, то это исключено).

6. Докажем теорему 2. Пусть выполнены ее условия. Пусть R является 
пространством Эвклида или Лобачевского.

Если множество РА = НА(В) ограничено, то по теореме 3 h0 — движе­
ние. Допустим, что РА не ограничено, но РА =#= R \ (Л).

Как и выше, каждой точке X соответствует множество Рх, конгруэнтное 
РА, причем при всяком h е Н, h(Px) = Ph(X).

Пусть Qa — какая-либо связная компонента множества R \ РА, причем 
Qa (Л). Так как РА R \ (Л), то такая компонента существует. Груп­
па ИА содержит группу вращений вокруг Л, транзитивную на лучах, исхо­
дящих из Л; поэтому QA переводится в себя такими вращениями и, следо­
вательно, состоит из сфер с центром Л. Отсюда следует, что QA ограничена, 
так как иначе РА было бы ограничено вопреки предположению.

Каждой точке X соответствует множество Qx — связная компонента 
R \ Рх, конгруэнтная Qa. Отображения h е Н биективны и непрерывны, 
так что при любых данных h и X множество h(Qx) будет связной компо­
нентой множества R \ Рщху-

Из непрерывности отображений легко заключить далее, что при всяком 
данном h все h(Qx') оказываются конгруэнтными друг другу.

Таким образом, всякое h переводит конгруэнтные множества Qx в кон­
груэнтные. Отсюда, ссылаясь па теорему 1, заключаем, что h сохраняет ра­
венство расстояний, чем теорема 2 доказана в случае, когда R — простран­
ство Эвклида или Лобачевского.

В случае сферического R доказательство аналогично, хотя и требует не­
которых дополнительных соображений, которые мы, однако, опускаем.

7. Теорема 1 допускает обобщение, когда отображение определено не 
на всем R.

Теорема 4. Пусть D — область в R, М,о — множество в D диаметра d, 
О < d< «>, Ко — шар в D радиуса г > 4с?, О — его центр.

Пусть f — такое отображение D в R', что: 1) f (D) содержит шар с цент­
ром f(O), радиуса г’> \d!, где d’ — диаметр f(M0); 2) выполнено условие 
теоремы 1, т.е. если М = Мо и М ст D, то /(Л/) = f(M0), и если N = f(M0) 
и N <= f(D), то f~l (N) = Мо.

Тогда f сохраняет равенство расстояний вег всяком таком шаре К, что 
Ko^KctD.

Доказательство. Пусть К — шар радиуса d с центром О. Так же 
как в п. 3, доказываем, что / гомеоморфно на К и переводит шары Sx ра­
диуса d с центрами X е К в шары S/(xj радиуса d' (так что, в частности, 
К = So и f(K) — шар с центром /(О)).

Пересекая сферу дК шарами Sx с X е дК, получаем на ней систему 
равных шаров S.v. При этом j отображает дК на сферу д/(К) и шары <5^ — 
на равные шары / (®х) с центрами /(Х).

Если dim дК 2, то дК — сферическое пространство и вывод п. 4 при­
водит к тому, что /, отображая дК на д/(К}, сохраняет равенство расстоя­
ний. Доказательство того же при dim дК = 1 мы опускаем.

Теперь можно распространить тот же вывод на поверхности других ша­
ров с центром О. Так, например, пересечение всех шаров Sx с X е К, пере­
секающих дК по равным шарам, представляет собою шар с центром О, и по­
добно предыдущему, доказывается, что / отображает его поверхность с со­
хранением равенства расстояний. Отсюда это свойство устанавливается на, 
всем К. Вне К оно устанавливается из аналогичного рассмотрения сумм 
шаров Sx, пересекающих дК по равным шарам. Далее, когда сохранение 
равенства расстояний установлено на каком-то шаре К' ст К, мы мо­
жем поступить так же. Таким путем приходим к доказательству теоре­
мы 4.
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8. В теореме 4 диаметр d множества Мо и радиус г шара Ко связаны 
неравенством г > 4d. Множитель 4 можно уменьшить, но нижний предел 
в общем случае нам не известен. Однако при частных предположениях 
можно получить точную оценку. Так, например, имеет место

Теорема 5. Пусть в условиях теоремы 4 снято неравенство г > 4<7, но 
предполагается, что Мо и f(M0) — шары и / взаимно однозначно. Тогда / 
сохраняет равенство расстояний на всяком шаре К <= D радиуса d. 
Вместе с тем если D есть шар радиуса г < d, то существуют взаимно одно­
значные отображения шара D на себя, переводящие шары Мс[) диаметра 
d в такие же шары, но не сохраняющие расстояний.

Доказательство. Пусть выполнены условия первой части теоремы. 
Можно считать, что центр шара Мо находится в центре шара К. Шары, 
равные Мо и содержащиеся в К, будем обозначать М.

Для каждых двух точек Z, Y е Мо найдется содержащий их шар М 
Y Мп, кроме того случая, когда X, Y — диаметрально противоположные на 
сфере дМ0. Отсюда следует, что отображение f переводит дМ0 в df(M0) и 
диаметральные противоположные точки в такие же.

Образуем такую последовательность шаров Mt У= Мо, что Мг П дМа <= 
«= Ж.+1 Г) дМа, и пусть Р = U Мi П дМа. Множество Р не будет содержаться 
ни в каком М =/= Ма только тогда, когда оно полусфера (открытая). Отсюда 
следует, что /, отображая дМа на df(M0), переводит полусферы в полусфе­
ры. Кроме того, / переводит содержащиеся в дМ0 шары (круги) М П дМ0 
в шары. Из обоих этих свойств следует, что / отображает дМ0 на df(M0) 
с сохранением равенства расстояний.

Отсюда следует, так же как в п. 5, что f сохраняет равенство расстояний 
на шаре К, что и требовалось доказать.

Пусть теперь D — шар радиуса r<d. Пусть Р — пересечение всех ша­
ров М = М.о, М D. Определяем / как отображение D на себя, тождествен­
ное на D \ Р и произвольное взаимно однозначное на Р, так что оно не 
сохраняет расстояний, и второе утверждение теоремы 5 доказано.

9. Укажем без доказательства еще одну теорему.
Теорема 6. Пусть К — шар в R радиуса г и / — взаимно однозначное 

отображение К в R', при котором каждый шар М <= К некоторого данного 
диаметра d г отображается на шар так, что центр переходит в центр (но 
равенство шаров f(M) не требуется).

Тогда / сохраняет равенство расстояний.

Поступило 
10 IV 1973
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