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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ КООРДИНАТНЫХ ФУНКЦИЙ 
ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНОГО МЕТОДА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 2 XII 1972)

В статьях (*,2) был указан способ построения довольно широкого клас­
са координатных функций для вариационно-разностного метода; эти 
функции получаются сдвигом и изменением масштаба независимых пере­
менных из некоторых фиксированных «исходных» функций. Близкое по­
строение предложено также Стрэнгом и Фиксом (3,4). Исходные функции 
должны удовлетворять некоторым соотношениям (формулы (7) статьи 
(*)), гарантирующим полноту соответствующей координатной системы в 
пространстве (й), где й — любая конечная область m-мерного эвкли­
дова пространства Rm. Эти же соотношения (ниже мы будем называть их 
фундаментальными), гарантируют полноту той же координатной системы 
и в Ир (й), если область Й такова, что любую функцию из И48) (Й) 
можно продолжить на все пространство Rm с сохранением класса (5), так 
будет, например, если 5Й <= Lipi (6) .

В статье (2) показано, что построение исходных функций, удовлетво­
ряющих фундаментальным соотношениям, удается провести достаточно 
просто и сами эти функции имеют достаточно простую структуру, если 
m = 1 или s = 1; уже в случае m = s = 2 исходные функции оказываются 
довольно громоздкими.

Ж.-П. Обэн (7), используя некоторый специальный класс одномерных 
координатных функций, предложил строить многомерные координатные 
функции как произведения одномерных. К сожалению, основное неравен­
ство, характеризующее полноту построенной системы, доказано в (7) 
только для функций некоторого множества, неплотного в соответствующем 
Соболевском пространстве, поэтому доказательство полноты, данное 
Ж.-П. Обэном, кажется автору недостаточным.

В настоящей заметке прием перемножения одномерных координатных 
функций будет обоснован для функций, рассмотренных в статьях (*,2).

Ниже мы сохраняем терминологию и обозначения заметки (*), за од­
ним исключением: вектор или мультииндекс вида (а, а,..., а) будет 
обозначаться не через а, а через а.

Пусть т — вещественная переменная и оц(т), юЦт),..., (0,-Цт) —- 
одномерные исходные функции, подчиненные требованиям заметки (*);; 
в частности, эти функции удовлетворяют фундаментальным соотношениям 
при тп = 1. Если s = 1, то положим

m

Ф) (О = П “о (Ц), * = Ц1Л2, • • •, Ц)-
k=l

Соответствующие координатные функции образуют полную систему 
в W(^ ; этот случай отмечен в статье (2). Ниже будем считать, что s > 1. 
Пусть q = (qi, q2,..., qm) — любой мультииндекс, удовлетворяющий не­
равенству 0 < | q | s. Положим

m

(1>
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Отметим очевидные свойства функций (1): о, е C(s_1) (Rm) ПРКр’ 
.supp og <= {i: 0 < i < 2}; Dacq (1) = 6ag, 0 < | a |, | q | C s.

Рассматривая функции (1) как исходные, можно построить пг-мерные 
координатные функции вариационно-разностного метода по формуле

Ф,»(ж) =0в(жМ —у), (2)
где h — произвольное положительное число и / — произвольный целочис­
ленный вектор. Если и (ж)—достаточно гладкая функция, то можно 
строить (ср. (*,2)) ее приближенное выражение в виде

S
м*)= 2 2Л'5|дМ(/ +(3) 

1з1=0 j

Допустим, что и е C(s) (Q). Будем рассматривать два случая: либо 
•сЮ е C<s), либо

D'u 190 = О, О 171 s.

В первом случае, применяя известный прием Хестенса, можно про­
должить функцию и (х) на все пространство Rm с сохранением класса так, 
чтобы носитель продолженной функции был компактным; во втором слу­
чае мы продолжим функцию и (х) нулем вне Q. Пусть и*(х) —продолжен­
ная функция, и пусть ее носитель лежит в кубе Q = {t: 0 t а}. По­
строим кубическую сетку, меньшие кубы которой имеют ребро h, а боль­
шие — ребро 2h, причем отношение а / (2/i) есть целое число. Выделим из 
h меньший куб Qjo с нижней вершиной х0 = joh и оценим величину 

\ |£>“м*(ж) — DaUh (х) |рdx, |a| = s, (4)

чтобы система (2) была полна в Ир (<?), достаточными будут те усло­
вия, при которых интеграл (4) имеет оценку o(hm).

Будем упрощать разность под знаком интеграла (4), отбрасывая сла­
гаемые, которые равномерно стремятся к нулю вместе с h. Прежде всего 
заменим на Dau*(x0). Далее, в выражении (3) отличны от нуля
только те слагаемые, для которых / = /0 — г, так что

Величину Dguft*(a:o + (1 — г)К) разложим по строке Тейлора в окрест­
ности точки х0 до членов порядка hs~lqi включительно. Остаточные члены 
дадут в интервале (4) величину o(hm) и могут быть отброшены. Под зна­
ком интеграла (4) останется полином относительно /г-1; этот интеграл бу­
дет иметь оценку о(Дт), если указанный полином будет тождественно ра­
вен нулю. Отсюда вытекают соотношения

2 2
iGzI

(l-pv-g
(у — ?)!

(5)

О | "у | < s, 
достаточные для того, чтобы

О С t С 1,

(6)

Докажем теперь, что соотношения (5) на самом деле выполняются.
Фундаментальные соотношения, которым удовлетворяют функции со0(т), 
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И1(т), . . ., Юз-^т), можно записать в виде

(1 — i )Vk~qk
S 3 ~Гу Lq у ®<ik = 7ГГ ’ 0 Ya <s- (7)9£<VPfe=0,l k Yk'

Возьмем произвольный мультииндекс у = (71, у2,..., 7 m), 7 < s, на­
пишем равенства (7) для значений 71, 72,..., ут, перемножим этп равен­
ства и положим q = (qi, q2,. .., qm). В результате получится, что произ­
ведения (1), рассматриваемые для всевозможных значений q, 0 q С $ — 
— 1, удовлетворяют соотношениям

2 + о = acv<i- <»>
Тождества (5) получаются из (8), если рассматривать последние лишь 

при тех 7, для которых О С 17| < s.
Предельное равенство (6) теперь доказано. Отбросив в нем интеграл по 

Q \ О, получим

II и — u*h II (в)---- >0. (9)
11 'ЧГрДП) л-ч> ' '

Соотношение (9) показывает, что система исходных функций (1), в ко­
торой мы ограничиваемся значениями q, ОС | q | С s, порождает по фор­
муле (2) систему координатных функций, которая полна в (Q) в 
первом из упомянутых выше случаев и в (Q) — во втором. Используя
аппарат средних функций, можно доказать, что в первом случае система 
(2) полна в (Q) в предположении, что 5Q е Lipi.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 24 XI1972
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