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В 1960 г. Опял (*) показал, что, если у (ж) еС' на и удов­
летворяет условиям у (0) = у(Ь) =0, у (ж) > 0, то

ь ъ
I УУ' | dx < у’2 dx.

о о

Постоянная b / 4 наилучшая. В дальнейшем данное неравенство пере- 
доказывалось более простыми методами и обобщалось в различных направ­
лениях (см., например, (2~7)).

В настоящей заметке приводятся теоремы, которые обобщают некото­
рые известные результаты на многомерный случай, причем производная 
в этом случае изменяется на градиент.

В дальнейшем через иДр, ф1,..., фп-1) будем обозначать функцию 
н(Ж1, ..., жп) после перехода к обобщенным полярным координатам. Ана­
логичные обозначения применим и к другим функциям.

Теорема 1. Пусть u(Xi,..., хп) —дифференцируемая функция, оп­
ределенная в выпуклой ограниченной области V <= R”, причем существует 
точка (жД ..., ж„°) е V такая, что и (ж/,..., ж„°) =0. Если S(xi,..., ж„) 
и g^Xi,..., жп) — неотрицательные измеримые функции в V,

Rm
$ (?1 (р, Ф1, • • •, фп-1) < оо,

о

где Rm = шах | ж — ж01, ж = (жь ..., ж„), ж0 = (ж,0,..., ж„°), р + g > 1 и 
xedv

pq > 0 или р < 0, q < 0, то справедливо неравенство

S (ж1?.. ., жп)-|и(ж1,..., ж„) |р-| \и (ж15 .. ., жп)|® dxr... dxn<^
v

К(х!,...,хп,р, q)-g (х^ .. хп) X
v

X |Vu(ад,..., жп) |Р+9 X dxlt..., dxn, (1)
.где

• • •. фп-1, Р, У) =
Н(Ф1,..., <рп_г)

= { $ rn~1S(1P'qVP(r, Ф1, .. ., фп-1) (г, Ф1, • • ., Фп-1) X
1 о

х [ J (gl (р, Ф1, • ■ фп-1)р”-1)-^8-1» с?р]Р 9 1 drp(P .

о J
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Равенство в неравенстве (1) имеет место тогда и только тогда, когда
1) Ui = нт(г),
2) g^-' | Vn, Ip+q = Ct (giT”-1)

_ c2r(n~1Vp^p+q~1^pg(11^p(p+q~1)

Рассмотрим некоторые частные случаи теоремы 1.
1) Пусть V — n-мерный шар радиуса R, (х^,...., жп“) = (0,..., 0), 

gi=ra, р + q> pq> 0 к р+ q — п — а > О или р<0, £<0ир + <? — 
— п — а < 0; тогда справедливо неравенство

(p+9)(i—9)(р—a)—p(n-g)
9<Р+9-1) | и |p | \u |9 dv <

4
р+ч

р(р+д—п—а)

-p+q~l Л r 9(p+«-1) Gaivu|p+9dp. p + q — n — а/ J 1 I (2)

причем равенство имеет место при и = cr<-p+q~n~a),(p+q~l'>.
При а = 0 неравенство (2) будет иметь следующий вид:

p(p+g)(i—g)—p(n—д)
Jr ?(P+q-1) I и (Р | |9 dv

V

ч 
р+ч

P(P+q—n) 
( P + 7 — 1 \ r g(p+9—1) 
\ P + 4 ~ n/ (3>

где p + q > n, pq > 0 или p < 0, q < 0.
Если в неравенстве (2) положим

_ Р (Р + 9) (1 — ~ Р (” ~ g)
(Р + ?)(! — ?) ’

то получим
J |u|p|Vu|*dp<
V

Р(п—9) Р(Р+д)(1—9)—P(n—д)
< Ч Г(Р + ?) (* — д(р+9)(1-д) С г (р+э)(1-9) I 1Р+9 dv

р + ч ь ч (п ~ 9) J J 11 ’

где р + (?>1,р>0, OC^Cl или q > п, либо р < 0, q < 0.
2) При я = 1 из неравенства (1) получаются некоторые известные не­

равенства. Пусть V = [а, 6] и пусть и (а) = 0. Тогда, если g = (х — а)а, 
р + q >1, pq > 0 и р + q — 1 — а > О или р <0, g < 0 и р + 7 — 1 — а < О,, 
то справедливо неравенство

Ь (р+9)(1—9)(Р—а)—Р(1-9)
^(х — а) «(P+7-D lulplu'[qdx^
а

Р(р+?—I—а) Ъ
* + ?..—А-Л (Ь_а) «(Р+7-1) С(Х-а)“|М'р^. (5).

р+ч\р + ч — 1— а/к ' J ' ' 1
а

Положим в (5) а = 0, р = q = 1, а = 0, тогда получим неравенство 
Опяла (')

ь ь
J | ии' | dx J | u' |2 dx. (6}
о о
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Если u(b) =0, то константа b/2 в (6) должна быть заменена на &/4. 
Полагая в (5) а = 0, р — I — 1, а = 0, q = 1, получим неравенство Ло-кен 
Хуа (2). Из неравенств (2), (5) следует также ряд неравенств, получен­
ных в (4_6).

Замечание. Теорему, аналогичную теореме 1, можно доказать для 
произвольных выпуклых функций.

Теорема 2. Пусть u(Xi,.. , х„) — дифференцируемая функция, опре­
деленная в выпуклой ограниченной области V <= Rn, причем существует 
точка (xt0, .. ., хп°) е V такая, что u(xi,..., хп°} = 0. Если F(z) — вогну­
тая и возрастающая, ф(г) ■— выпуклая и возрастающая функции, когда 

_ г
z>Q;f (xlt..., хп) > 0, gi(r, ф,,..., tp^j) = $ (р, фь ..., ф„_,) dp, то

о
справедливо неравенство

I Vu^i, . . ., жп)| 

g'r И, • • ; *„)
\ /(*1, •

| Vu (xi, . . . ,xn)| 

g'r (*!,•••,*„)
<' cF

где с = 2л.п/2 / Г(п / 2) для n = 2, 3,... u с = 1 для п = 1.
Равенство в (7) имеет место тогда и только тогда, когда и = cg(r). 
Рассмотрим некоторые частные случаи теоремы 2.
1) Пусть V — и-мерный шар радиуса R, ф(г) = zp, F(z) = zq, где р > 1, 

0 < q 1, ji = г“, п + а > 0, s = р (1 — q), (xh ..., хп) = (0,..., 0); при 
таком выборе получим

J С r(n+a)(l-p)(p-s)+p(p-n)/p | |Р | и |-s ^y}V(P-s)

| a^s(p-l)/p(p-s)

V

^a-p(n-ia-l) (8)

Равенство в (8) имеет место при и = сгп+а. Выберем в (8) 
= —р(п — 1) / (р — 1). Тогда при р > п

р > п из неравенства (8) получим

(10)

2) Положим теперь в теореме 2 п = 1, V = [а, Ь], и(а) = 0, а функции 
ф(з) и F (z) выберем такими же, как при получении неравенства (8). Тогда
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справедливо неравенство

К (х _ a)a-PXap-as-S)/p I и'jP j и |-’d®y/<P”) <

(И)

Положим в (11) 1 + а = [J, s = —д, а = 0. Получим
ь

ж(1-р)(₽з+₽р-р)/р I и' lp I и dx 0q(i-p) р(р+з)

о

которое рассматривалось в (5). Аналогичным образом можно получить 
и многие другие известные неравенства.

Доказательство сформулированных теорем существенно опирается на 
неравенство Гёльдера и неравенство Йенсена для выпуклых и вогнутых 
функций.
Московский государственный педагогический 
институт им. В. И. Ленина
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