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Пусть gi, §2,..., — совокупность независимых случайных величин,
п

Sn = 2 и для случайной величины Е,
k=i

sup P + 1}.
—oo<X<oo

Значительный прогресс в изучении поведения Q(Sn, L) в последние 
годы был достигнут благодаря работам Эссеена (') и Кестена (2). Кестену 
же принадлежит замечание, что оценка для Q(Sn, L), предложенная в (2), 
является аналогом локальной предельной теоремы, а оценки, полученные 
ранее,— аналогами интегральной предельной теоремы.

Цель заметки дать наиболее общее неравенство интегрального типа, из 
которого бы следовали все ранее полученные оценки интегрального типа. 
Это прежде всего относится к оценкам функции концентрации, предложен­
ным в (*), а также к оценке, предложенной в сноске к работе автора (3), 
оценке, которой не затронули предложенные в (*) и (2) уточнения нера­
венств для функций концентраций. Доказательство этого неравенства ра­
боты (3) было опубликовано в (4).

Доказательству теоремы, содержащей предлагаемую оценку функций 
концентраций, мы предпошлем следующее утверждение.

Лемма. Существуют постоянные Ct и С2 такие, что для gi,..., с 
Р{& = Е'} =Р{^ = -IT} = V2 и IT k = 1,2,..., п.

cv2 Ч
(1) 

п
где s = 2 иФ(х) — функция распределения нормального закона с па- 

*=1
раметрами (0, 1). 

п

Доказательство. Положим J = IP : Tk^s~l 2 $ — Ц 11 рассмот- 
i=i J

рим отдельно два случая:

I П 2
1) |J|>/nS3/[2 И ) ,

/ ' i=l '
/ п

2) |/i<w/(2 Я) »

где тп — число, заключенное в интервале (0, 1) и удовлетворяющее соотно­
шению тп1' + тп — 1 =0, и 111 — число элементов в J.
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В первом случае I/ > I при /г е / и поэтому, в силу леммы 2 работы (4),

4sH<2O(nw)-1+_W’
откуда получаем в этом случае (1) с С, — (2Vиг)-1. /

Во втором случае заметим, что

2 *2<И‘/з(2
k£zJ ’/CGJ

и, следовательно, для 7 = {1, 2,..., п} \ 7

2 > 2 xi — т'/з)s = ms-
ItZEzJ k(EE:J

В силу центральной предельной теоремы

отсюда снова получаем неравенство (1) с Ct = (2Уиг)-1.
Соотношение (1) допускает следующую эквивалентную форму записи: 

для любых lh > 0, к = 1, 2,..., п, в условиях леммы

Q(Sn, 7)^2фЛ-и- С1£
Ц2 (<Д^)г

где а /\Ь = min {а, 6}.
Перед формулировкой теоремы введем необходимые понятия и отметим 

некоторые их свойства. Для случайной величины £ с функцией распределе­
ния F(x) определим функцию квантилей порядка у, 0 < у < 1, определяе­
мую с помощью соотношения

(2)

E(u(i/)-0) Сг/<7(«(р) +0). (3)
Функция и (у) этим соотношением определяется однозначно за исключе­
нием счетного числа значений у, 0 < у < 1.

Предполагая в дальнейшем, что и (у) непрерывна слева, мы определим 
и(у) для всех значений 0 < у < 1. Для 0 < у < ‘/2 введем функцию ши­
роты размаха 7(г/) и центра а(у) порядка у как

ЧЮ =‘/2(гг(1-г/) -и(гД), гг(г/) = */2(u(l-z/) + и(у)). 
Относительно свойств введенных понятий сделаем следующие замечания.

1) Если т] равномерно распределена на [0, 1], то 7’{п(г|) < х} =F(x) 
и, не ограничивая общности рассмотрения, можно считать, что £ = гг(ц).

2) Если фиксировать т] Д (1 — ц), то при § = гг(ц) условное распреде­
ление при заданном ц Д (1 — ц) можно выбрать совпадающим с распре­
делением, сосредоточенным в точках

а(цД (1 — т|)) — 7(т| Д (1 — т|)), я(ц Д (1 - ц)) + Z(r] Д (1 - ц)) 
с вероятностями по */2 в каждой точке.

3) 1/2|в-В(1/2)| <г(пд (1-ц)).
4) При любом X > 0, р > 0 и С(р) — шах{2р, 2}

М И1/*)! д д М (г (п д (1 _ п)) д К)Р < С (р) М Д к

5) При к 0, р > 1

2-2Р-1д/ (111 Д 4Х)р Д М ЩД xf < 2_Р+1М (| f | Д 2Х)Р, 
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где | = В — V и случайная величина не зависит от В и одинаково с ней 
распределена.

Пусть ^2,. •., — совокупность независимых случайных величин,
иЛу), к{(у), аи(у') — соответственно функции квантилей, широты и центра 
порядка у для Вл, к = 1, 2,..., п, ц4, ц2,..., т]п — совокупность независимых 
равномерно распределенных на [0, 1] случайных величин, Вл = Вл —Вл', и 
Bi' не зависит от и одинаково с ней распределена.

Теорема. При любых Х(! > 0, к = 1, 2,..., п,

^(5п,Т)^2ф(^)-1 + ^--------- , (4)

S1 = 2 М(г*(плД(1 — Ил))ДЧ)2- (5)
Л=1

Такие же неравенства имеют место при замене в (4) и (5) случайной 
величины 1к(г\к Л (1 — Пл)) Л ^л на случайные величины */2(| Вл —
— »л(‘/2)| ДХД или |gft| Д/.;,.

Доказательство. Будем считать, не ограничивая общности, что 
Вл = и (гр), к = 1, 2,..., п. При заданных гр Д (1 — тр), к = 1,2,...,п, 
совместное условное распределение Вл, к = 1, 2,..., п, можно выбрать сов­
падающим с распределением независимых случайных величин £*", к = 
= 1,2, ...,п,

р й = «л (Пл Л (1 — Пл) ± *л (Пл Д (1 — Пл))} = г/2-
п

Применяя лемму (см. (2)) к случайной величинеSn = 2 £*> полУчаем' 
Л=1

/ггл (МПлЛ(1-пД)АЧ)3
<? Л L) <2Ф (^) - 4 + ,

где s' = 2 (*л (Пл Д (1 — Пл)) Л ^л)2- Заметим, что Ms' = s, и
Л=1

M|S'-MS'|V.<2 2 М|(МПлЛ(1-Пл))ДЬл)2-
Л=1

- М (Z* (Лл Д (1 - Пл)) Д К? Г*<2 У2 2 М (lk (цА Д (1 - nJ) Д X J3 +
/г=1

+ 2 У2 2 (М (lk (пл Л (1 - Пл)) Д ^л)2)’л <
/г=1

< 4 /2 2 М (ZДпл Л (1 - Пл)) Д XJ3.
/г=1

При этом последовательно использованы: неравенство работы (6)

7И| 2 Пл Г <2 2 М|пл|г
Л=1 Л=1

при условии, что Л/щ = 0 и Пл, к = 1, 2,..., п, независимы, 1 г 2,. 
и свойство, что (М111 г)1/г — монотонно неубывающая функция от г (см. 
(5), стр. 261).
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Используя оценку для М | s' — Ms' |3/2 в неравенстве Чебышева для s', 
получим

п
р {| - Ms' | > 44 < 16si3/! 2 WAn* Л (1 - п*)) Л

1 J k=i
Таким образом, почти наверное 

где Q'(Sn, L) — условная функция концентрации Sn при условии, что зада­
ны значения щ Д (1 — тр), к = 1, 2,..., п. Отсюда очевидным образом вы­
текает неравенство (4).

Из неравенства (4) с помощью неравенств замечаний 4) и 5) получаем 
остальные упоминавшиеся в теореме неравенства.

Отметим, что из (4) вытекает следующее неравенство:
С-, max 7.k

Q (Sn, L) < 2Ф - 1 + ^1" ,

а также неравенства с заменой в выражении (5) для st случайной величи­
ны Zs(r)fcA (1 —т]А)) ДА на 72(|£л —щ(72) | ДА) пли ||*| ДА.

Постоянные С, в этих соотношениях могут быть уменьшены, если вос­
пользоваться леммой 1 из (4) и методом доказательства теоремы с заменой 
неравенства Чебышева с М | s' — Ms' |3/г неравенством Чебышева с Ds'. Ме­
тод доказательства теоремы представляет развитие метода доказательства 
теоремы работы (3) тесно связанным с работой (7).
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