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Предлагается другой подход к понятию параллелограмма, заданного на n-арной группе. Традиционно параллелограмм, 
заданный на n-арной группе, – это четыре точки, удовлетворяющие определённому тождеству. Здесь же параллело-
грамм – это две пары параллельных прямых. Доказывается, что эти два подхода эквивалентны. 
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In the paper the other approach to the notion of the parallelogram on the n-ary group is presented. Traditionally a parallelogram 
on an n-ary group is considered as four points satisfying the determined identity. Here the parallelogram is considered as two 
pairs of parallel straight lines. These two approaches are proved to be equivalent. 
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Введение 
 Изучение алгебраических систем, основы 
которых заложены в работах А.И. Мальцева [1] и 
А.Г. Куроша [2], двигалось различными путями, 
связанными с особенностями изучаемых объек-
тов. Например, исследование групп (бинарных) 
больше было связано с их подгрупповым строе-
нием и применением факторизационных методов 
(см. [3], [4]). Наиболее удачным и универсаль-
ным, как показало время, оказалось применение 
методов теории классов алгебраических систем.  
 Среди них следует выделить формационные 
методы изучения алгебраических систем, полу-
чившие наибольшее развитие в Гомельской ал-
гебраической школе, у истоков которой стоит 
член-корреспондент НАН Беларуси, доктор фи-
зико-математических наук, профессор Л.А. Ше-
метков. Применение этих методов при изучении 
групп (см. [5]) показало их универсальный ха-
рактер, что позволило использовать их при ис-
следовании более общих алгебраических систем, 
например таких, как мультикольца [6]. Более 
того, они дали толчок в развитии теории под-
групповых функторов [7]. 
 Появление такой ветви теории алгебраиче-
ских систем, как теория n-арных групп, берёт 
своё начало с работы Дернте [8]. Дальнейшее 
изучение n-арных групп связано с работами Поста 
[9] и С.А. Чунихина [10]. С выходом в свет моно-
графии С.А. Русакова [11] происходит формиро-
вание теории n-арных групп в отдельную область 
алгебры. Следует отметить ряд интересных работ 
(см. [12, 13]), связанных с изучением подгруппо-
вого строения и получения классических факто-
ризаций  для n-арных групп. Применение же 

формационных методов в теории n-арных групп 
несколько ограничено следующими двумя аспек-
тами. В n-арной группе могут существовать раз-
личные инвариантные подгруппы, пересечение 
которых пусто, а факторгруппы по которым сов-
падают. Кроме того, убывающий инвариантный 
ряд подгрупп не всегда может заканчиваться од-
ноэлементной подгруппой. Поэтому, несмотря на 
отдельные работы в этом направлении [14], [15], 
такого же развития, как и для бинарных групп, 
формационные методы не получили.  
 Применению геометрических методов при 
изучении алгебраических систем, в частности, n-ар-
ных групп, и наоборот посвящена основная часть 
монографии С.А. Русакова [16]. Исследования, 
относящиеся к этому направлению, ведутся по 
формуле А.Ю. Ольшанского [17] «алгебра – гео-
метрия – алгебра». Ряд интересных результатов в 
этом направлении получен в работах [18], [19]. 
 Развитию этого направления в изучении 
n-арных групп посвящена данная работа. 
  

1 Используемые понятия и результаты 
Используются обозначения, принятые в [6], 

[11]. Основные определения и понятия можно 
найти в [11], [16]. 
 Напомним некоторые наиболее часто встре-
чающиеся. 
 Операцию, заданную на n-арной группе G, 
будем обозначать .nω  Последовательность элемен-
тов 1 2, ,..., ia a a  (или 1

ia ) n-арной группы G называ-
ется обратной к последовательности элементов 1

jb  
n-арной группы G, если последовательность 1 ,ia  
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1
jb  является нейтральной последовательностью в 

G, то есть для любого элемента х ∈ G выполня-
ется равенство 1 1( , , ) .i j

nx a b xω =  Для краткости 
записи, если нас не интересует структура обратной 
последовательности, будем писать 1

ia = 1
1( ) .jb −  Че-

тырёхугольник , , ,a b c d〈 〉  n-арной группы G назы-
вается параллелограммом, если 1( , , ) .na b c dω− =  
 Лемма 1.1 [16, предложение 2, C. 58]. Если 
четырёхугольник , , ,a b c d〈 〉  n-арной группы G 
является параллелограммом, параллелограммами 
являются и , , , ,b a d c〈 〉  , , , ,c d a b〈 〉  , , , .d c b a〈 〉  
  

2 Параллельность прямых 
Пусть G – произвольная n-арная группа. 

Элементы группы G будем называть также точ-
ками. Пусть a и b – произвольные точки n-арной 
группы G. 

Определение 2.1. Под прямой l(a, b) на n-ар-
ной группе G, образованной двумя точками a и b, 
будем понимать такое подмножество множе-
ства G, для каждой точки которого выполняет-
ся одно из следующих условий: 
 1. Существуют точки 1 2 1, ,..., nx x x − ∈ l(a, b), 
что для любой точки y ∈ l(a, b) 1

1( , )n
ny x ω− ∈ l(a, b) 

либо 1
1( , )n

nx y ω−  ∈ l(a, b). 
 2. Существуют точки 1 2 1, ,..., nx x x − ∈ l(a, b), что 
для любой точки y ∈ l(a, b) 1 1

1( , , )i n
i nx y x ω− − ∈ l(a, b) 

для любых i∈[1, n-1]. 
 Замечание 2.1. В силу эквивалентности (см. 
теорема 1.9 [12]) определений n-арной группы, 
введённых Постом в [9], эквивалентны и условия 
1) и 2) в определении 2.1. 
 Замечание 2.2. Очевидно, что прямые l(a, b) 
и l(b, a) совпадают.  

Замечание 2.3. Не трудно заметить, что ка-
ждая прямая на n-арной группе однозначно оп-
ределяется любыми двумя своими точками. 

Определение 2.2. Две прямые l(a, b) и l(c, d), 
заданные на n-арной группе G, называются па-
раллельными: 

1) если l(a, b) и l(c, d) совпадают; 
2) если l(a, b) ≠ l(c, d), то  
а) существует последовательность 1

1
nx −  то-

чек n-арной группы G такая, что для любой точки 
g ∈ l(a, b) 1 1

1( , , )i n
i nx g x ω− − ∈ l(с, d), [1, 1];i n∈ −  

б) существует последовательность 1
1
ny −  

точек n-арной группы G такая, что для любой точ-
ки h ∈ l(c, d) 1 1

1( , , )i n
i ny h y ω− − ∈ l(a, b), [1, 1].i n∈ −  

Замечание 2.4. Условие l(a, b) = l(c, d) рав-
носильно тому, что точки a, b, c, d лежат на од-
ной прямой. 

Замечание 2.5. В силу эквивалентности 
(см. теорема 1.9 [12]) определений n-арной 
группы, введённых Постом в [9], условия а) и б) 

в определении 2.2 можно перифразировать сле-
дующим образом: 

а’) существует последовательность 1
1
nx −  то-

чек n-арной группы G такая, что для любой точ-
ки g ∈ l(a, b) 1

1( , )n
ng x ω− ∈ l(с, d); 

б’) существует последовательность 1
1
ny −  то-

чек n-арной группы G такая, что для любой точ-
ки h ∈ l(c, d) 1

1( , )n
nh y ω− ∈ l(a, b). 

Замечание 2.6. Так  как  каждая прямая на 
n-арной группе однозначно определяется своими 
двумя любыми точками, то условия а) и б) в оп-
ределении 2.2 можно перифразировать следую-
щим образом: 

а’’) на прямой l(a, b) найдутся две таких 
точки f и g, для которых существует последова-
тельность 1

1
nx −  точек n-арной группы G такая, 

что 1
1( , )n

nf x ω− ∈ l(с, d) и 1
1( , )n

ng x ω− ∈ l(с, d); 
б’’) на прямой l(c, d) найдутся две таких 

точки p и q, для которых  существует последова-
тельность 1

1
ny −  точек n-арной группы G такая, 

что 1
1( , )n

np y ω− ∈ l(a, b) и 1
1( , )n

nq y ω− ∈ l(a, b). 
Замечание 2.7. В силу произвольности вы-

бора точек, определяющих каждую прямую, не 
ограничивая общности рассуждений, условия а) 
и б) в определении 2.2 можно перифразировать 
следующим образом:  

а’’’) существует последовательность 1
1
nx −  

точек n-арной группы G такая, что 1
1( , )n

na x cω− =  
и 1

1( , ) ;n
nb x dω− =  

б’’’) существует последовательность 1
1
ny −  

точек n-арной группы G такая, что 1
1( , )n

nc y aω− =  
и 1

1( , ) .n
nd y bω− =  

Несложная проверка показывает, что спра-
ведлива следующая 

Лемма 2.1. Бинарное отношение «быть па-
раллельной» является отношением эквивалент-
ности на G.  

Согласно замечанию 2.7, если l(a, b) || l(c, d), 
то  существует  последовательность  1

1
nx −  точек 

n-арной группы G такая, что 1
1( , ) .n

na x cω− =  Но  
l(c, d) || l(a, b), следовательно, существует после-
довательность 1

1
ny −  точек n-арной группы G та-

кая, что 1
1( , ) .n

nc y aω− =  Тогда 
1 1 1

1 1 1( , ) ( , , ) .n n n
n na c y a x yω ω− − −= =  

Это означает, что 1 1
1 1,n nx y− −  – нейтральная в G 

последовательность, то есть 1 1 1
1 1( ) .n nx y− − −=  

С учётом этих рассуждений и замечаний 
2.1–2.7 можно дать определение параллельности 
прямых на G в следующем виде.  

Определение 2.3. Две прямые l(a, b) и l(c, d), 
заданные на n-арной группе G, называются па-
раллельными: 
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1) если l(a, b) и l(c, d) совпадают; 
2) если l(a, b) ≠ l(c, d), то существует по-

следовательность 1
1
nx −  точек n-арной группы G 

такая, что 1
1( , ) .n

na x cω− =  
Замечания 2.8. Очевидно, что для любой 

прямой, заданной на n-арной группе G, всегда 
найдется параллельная ей прямая, однозначно 
определяемая некоторой последовательностью 
элементов n-арной группы G, переводящей про-
извольный элемент первой прямой в элемент 
второй прямой. 

Определение 2.4. Две прямые, заданные на 
n-арной группе, называются пересекающимися, 
если они имеют только одну общую точку. 

Лемма 2.2.  Если две прямые, заданные на 
n-арной группе, параллельны и  имеют одну об-
щую точку, то они совпадают. 

Доказательство тривиально, если взять в ка-
честве искомой последовательности в определе-
нии 2.3 нейтральную последовательность. 
 Теорема 2.1. Пусть a и b – произвольные 
точки n-арной группы G. Тогда l(a, b) – подгруп-
па группы G.   
 Доказательство. Так как операция ассоциа-
тивна на G, то, очевидно, она будет ассоциативна 
и на l(a, b), то есть l(a, b) – полугруппа n-арной 
группы G. 
 Пусть х – произвольный элемент n-арной 
группы G. Рассмотрим уравнение 

1
1( , ) ,n

nx a aω− =       (2.1) 
где 1 2 1, ,..., ,na a a a− ∈ l(a, b). 
 Рассмотрим прямую l(х, a). Покажем, что 
l(х, a) || l(a, b). Рассмотрим последовательность 

1
1
na −  точек прямой l(х, a). Согласно определению 

2.1 1
1( , )n

nx a yω− =  ∈ l(х, а). Тогда на l(а, х) суще-
ствует последовательность 1

1 ,nx −  1
1( , ) .n

ny x aω− =  
Так как последовательность 1 1

1 1,n na x− −  состоит из 
точек прямой l(х, а), то  

1 1 1
1 1 1( , , ) ( , ) .n n n

n nx a x y x aω ω− − −= =  
Так как a и b ∈ l(a, b), то существует последова-
тельность точек 1

1
nb −  ∈ l(a, b) такая, что 

1
1( , ) .n

na b bω− =  Значит,  
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

1

( , , , ) ( , , )

( , ) .

n n n n n
n n

n
n

x a x b y x b

a b b

ω ω

ω

− − − − −

−

= =

= =
 

 Итак, существует последовательность точек 
1 1 1

1 1 1, , ,n n na x b− − −  переводящая точку х ∈ l(х, a) в 
точку b ∈ l(a, b).  

Согласно определению 2.3, l(х, a) || l(a, b).  
А так как l(х, a) ∩ l(a, b) = {a}, то, согласно лем-
ме  2.1,  l(х, a) = l(a, b).  А  это  и  означает,  что   
х ∈ l(a, b). То есть уравнение (2.1) разрешимо в 
l(a, b). Теорема доказана. 
 Лемма 2.3. Пусть a, b, c – точки n-арной груп-
пы G, с ∉ l(a, b). На n-арной группе G существует 

одна и только одна прямая, параллельная l(a, b) 
и проходящая через точку с.  
 Доказательство. Рассмотрим прямую l(a, b). 
Согласно определению 2.1, существует последо-
вательность 1

1
na −  точек прямой l(a, b) такая, что 

1
1( , ) .n

na a bω− =   Пусть  1
1( , ) .n

nx c a ω−=  Так как с и 
х ∈ l(с, х), то существует последовательность 
точек 1 2 1, ,..., nx x x − ∈ l(с, х), что выполняется 

1
1( , ) .n

nc x x ω−=  Заметим, что 
1 1 1

1 1 1( , ) ( , , ) ,n n n
n nc x x c a xω ω− − −= =  

то есть последовательность 1 1
1 1,n na x− −  является 

нейтральной. Значит, 1 1 1
1 1( ) .n nx a− − −=  Тогда  

1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

( , ) ( , ( ) )

( , , ( ) ) .

n n
n n

n n
n

b x b a

a a a a

ω ω

ω

− − −

− − −

= =

= =
 

Учитывая,  что l(а, b) = l(b, a),  получаем  
l(а, b) || l(c, x). 
 Докажем, что l(c, x) – единственная прямая, 
параллельная l(а, b) и проходящая через точку с. 
От противного. Пусть существует две прямых 
l(c, x) и l(c, y) таких, что l(c, x) || l(а, b) и l(c, y) || 
l(а, b), l(c, x) ≠ l(c, y).  Последнее  означает,  что  
y ∉ l(c, x), то есть прямые l(c, x) и l(c, y) не имеют 
общих точек, кроме c. 
 Так как l(c, y) || l(а, b), то для точки y ∈ l(c, y) 
существует последовательность точек 1

1
nx −  та-

ких, что  
1

1( , ) .n
ny x bω− =          (2.2) 

 Так как l(c, х) || l(а, b), то l(а, b) || l(c, х). Зна-
чит, для точки b∈ l(a, b) существует последова-
тельность точек 1

1
ny −  таких, что  

1
1( , ) .n

nb y xω− =          (2.3) 
 Из (2.2) и (2.3) следует, что 1 1

1 1( , , ) ,n n
ny x y xω− − =  

где 1 1
1 1,n nx y− −  – некоторая последовательность то-

чек из G. Согласно определению 2.3, l(c, y) || l(c, x). 
А с учётом леммы 2.2 l(c, y) = l(c, x). Противоре-
чие с предположением. Лемма доказана. 
 Лемма 2.4. Любые две несовпадающие пря-
мые на n-арной группе G либо параллельны, либо 
пересекаются. 
 Доказательство. Пусть l(a, b) и l(c, d) –  две 
прямые, заданные на n-арной группе G. Если они 
параллельны, то теорема тривиальна. 
 Пусть l(a, b) и l(c, d) не параллельны. Оче-
видно, если они имеют две или более общих то-
чек, то они совпадают, что невозможно по усло-
вию. Остаются две возможности:  

l(a, b) ∩ l(c, d) = {g} или l(a, b) ∩ l(c, d) = ∅. 
 От противного. Пусть l(a, b) ∩ l(c, d) = ∅. 

Итак, l(a, b) и l(c, d) не параллельны,  
l(a, b) ≠ l(c, d),   

l(a, b) ∩ l(c, d) = ∅. 
 Так как l(a, b) и l(c, d) не параллельны, то в G 
не найдётся такой последовательности элементов 
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1
1 ,nx −  что 1

1( , ) .n
na x cω− =  Другими словами, для 

любой последовательности 1
1
ny − ∈ G 

 1
1( , ) .n

na y cω− ≠    (2.4) 
 Рассмотрим последовательность 1, ,a c−  где 

1a−  – последовательность, обратная к элементу 
а. Подставим её в (2.4). Получим 1( , , ) na a c cω− ≠  
или .c c≠  Полученное противоречие доказывает 
лемму.  
 Теорема 2.2. Четыре точки a, b, c, d n-арной 
группы G образуют параллелограмм тогда и 
только тогда, когда l(а, b) || l(c, d) и l(а, c) || l(b, d). 
 Доказательство. Пусть 

l(а, b) || l(c, d)   (2.5) 
и 

l(b, c) || l(d, a).   (2.6) 
 Из (2.5) следует, что существует последова-
тельность точек 1

1 ,nx −  что 1
1( , )n

na x dω− =  и 
1

1( , ) .n
nb x cω− =  

Из (2.6) следует, что существует последова-
тельность точек 1

1 ,ny −  что 1
1( , )n

nb y aω− =  и 
1

1( , ) .n
nc y dω− =  

Очевидно, что в n-арной группе G сущест-
вует последовательность элементов, обратная 
для последовательности 1

1 .ny −  Обозначим её че-
рез 1 1

1( ) .ny − −  Тогда 
1 1

1( , ( ) ) .n
nb a y ω− −=  

 Рассмотрим прямую l(b’, c’) такую, что 
1 1

1( , ( ) ) ,n
nb y bω− − ′=  1 1

1( , ( ) ) ,n
nc y cω− − ′=  

1
1( , ) .n

nb x cω−′ ′=  
Очевидно, что l(b’, c’) || l(b, c). Заметим также, 
что 1

1( , ) .n
nc y cω−′ =  

Тогда 
1 1 1

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

( , ) ( , , )

( , ( ) , , )

( , , , ( ) , , )

n n n
n n

n n n
n

n n n
n

d c y b x y

a y x y

a b b y x y

ω ω

ω

ω

− − −

− − − −

− − − − −

= = =

= =

= =

 

1 1 1
1 1

1 1 1
1

( , , , , )

( , , , ) ( , , ) .

n n
n

n
n n

a b b x y

a b c y a b c

ω

ω ω

− − −

− − −

′= =

′= =
 

Достаточность доказана.  
 Докажем необходимость. Пусть четырёх-
угольник , , ,a b c d〈 〉  является параллелограммом, 
то есть  

1( , , ) ,na b c dω− =        (2.7) 
где а ∈ l(а, b), d ∈ l(c, d). Значит, существует по-
следовательность 1,b c−  точек n-арной группы G, 
что выполняется (2.7). Согласно определению 
2.3, l(а, b) || l(c, d).  
 Если учесть лемму 1.1 и провести рассуж-
дения для параллелограмма , , ,d c b a〈 〉  аналогич-
но, то получим l(а, с) || l(b, d). Теорема доказана. 
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