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Данная работа распадается на две части. Сначала излагается схема 
построения класса квазилинейных уравнений, которые сводятся к линей­
ным указанной ниже заменой (4) искомых функций. Представителем это­
го класса является, например, уравнение

ut + иххх + с(х, t)ux + сх(х, t)u + иих = 0, (1)

имеющее приложения в гидродинамике. Далее в качестве каждого при­
мера детально исследуется задача Коши для уравнения Кортевега — 
де Фриса (с = 0). Начало этому исследованию было положено в работе 
( ), но, несмотря на многочисленные публикации, математически точные 
результаты публикуются, по-видимому, впервые. Другой подход к вопро­
су об интегрировании уравнения Кортевега — де Фриса можно найти в 
работе (2).

Излагаемая теория основана на алгебре операторов, обладающих свой­
ством дифференцирования относительно свертки функций из Со°° (R2):

+°°
L (и * v) = Lu * и + и * Lv, (и * р) (х, у) = \ и (х, s) v (з, у) ds. (2) 

—оо
Точнее, мы ограничимся подалгеброй «5$, порожденной следующими опе­
раторами умножения и дифференцирования:

L0 = f(t,x)-f(t,y), Do, Lm = DT + (-i)m-1Dr\ (3)
Мы предполагаем, что функции в формуле (2) зависят еще от пара­

метра: и = u(t, х, у),..., и через Dk, к = 0,1,2, обозначаем операторы 
дифференцирования по переменной с соответствующим номером.

Нелинейная замена, о которой говорилось в начале статьи, близка к 
соотношению, связывающему ядра интегрального оператора и его резоль­
венты:

оо

Ip G, *,?/) + % G, у) + $ Ф (t, Ж, з) X (1, S, у) ds = 0. (4)
X

Формула, аналогичная (2), принимает теперь следующий вид. Пусть 
оо

w (х, ?/) = v (ж, у) + U (х, s) V (s, у) ds, и, v ЕЕ Со (R2).
X

Тогда для любого оператора £ е существует оператор L, отличающий­
ся от L младшими членами и зависящий от выбора вольтеррова ядра 
и(х, у), такой, что

оо

Lw (х, у) = Lv (х, У)+ и (х, s) (Lv) (s, у) ds +
X

оо

+ J (Lu)(x,s)v(s,y)ds VufeCo. (5)
X
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Например,
Zi= Аь A2 = A2-+ 2-^ u(x,x), L3 = L3 + 3-^u(x,x)D1 +

I
Dpi (x, x) + — u2 (x, x)

Начиная систематическое изучение замены (4), мы принимаем
Определение 1. Непрерывную функцию К(х, у) назовем регу­

лярным ядром, если определенная при всех значениях (ж0, у0) по­
лунорма

оо оо

III ийГ ||| ?/о) —{ SUP \ \K(x,y)\dy + sup ^\K(x,y)\dx}->0 (6)
*>*o yQ У^>Уох0

при Хо + у0 -*■ + °°.
Функцию К назовем регулярным дифференцируемым яд­
ром, если производные от К также являются регулярными ядрами.

Лемма 1. Предположим, что регулярные дифференцируемые ядра 
ф(0, зависящие непрерывно дифференцируемым образом от пара­

метра t, связаны уравнением (4). Тогда в обозначениях формулы (5) 
L/ = 0 £ф = 0.

При заданном ф соотношение (4) является вольтерровым уравнением 
относительно %. При заданном % уравнение (4) теряет вольтерров харак­
тер и превращается в уравнение типа Винера — Хопфа

ОО

(l + i(t,x))f(y) = g(y) при у>х, y(t,x)-. f —f(s)y(t,s,y}ds. (7) 
X

Оператор, переводящий решение u(t,x) нелинейного уравнения в ре­
шение v(t,x) линейного уравнения, является произведением двух воль- 
терровских:

Vi V2
u(t,x)^y(t,x, y)*~%(t,x, y)^v(t,X) = -^%(t,x,x). (8)

Здесь оператор V2 действует в пространстве регулярных ядер и, по опре­
делению, переводит заданное ядро ф в решение % вольтерровского урав­
нения (4). Оператор Vt переводит заданную на прямой функцию и(х) 
такую, что при некотором а > —

j{ I хи (и) | + 2 I D*u (х) I} dx <С 00 (9)
а к=0

в регулярное ядро ф, которое определяется как решение задачи Гурса:

Аф = 0, ф (ж, ж) = и (ж).

В случае уравнения Кортевега — де Фриса 
ut + иххх + 12иих = 0 (10)

роль оператора А в задаче Гурса играет оператор А2 (см. (3)):
ОО

Ь2ф = [А)? — А>2 + 2гг (i, ж)] ф (i, ж, ?/) = О, ф(£,ж,ж) = — u(t,s)ds. (11)
X

В случае (1) в качестве А нужно выбрать А2 + Ао. Доказательство раз­
решимости задачи Гурса (11) приведено в книге (3), стр. 121.

Теорема 1. Пусть в области Q={(i, ж): 0 i =sS А1, ж>®(£)> 
^ — °°) задано решение u(t,x) уравнения (10), удовлетворяющее усло­
виям (9) при т = 3 равномерно по £е[0, А]. Тогда замена (8) перево­
дит это решение в функцию v(t,x) из того же класса, которая в области 
Q является решением линейного уравнения vt + vxxx — 0.

Схема доказательства. В силу леммы 1 и определения (11) 
оператора Vi для доказательства теоремы достаточно проверить, что 
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{Do + 4C3)j4; = 0. Из формулы (5) получаем, что регулярное ядро <р = 
= {Do + 4£3) ф удовлетворяет уравнению Л2ср + 2шр = 0. Вычислив зна­
чения производных от решения задачи Гурса (И) на характеристике 
{у = х}, находим, что

{D1^ + 1/2^){t,x,x) = 1/2u{t,x), iL3ty{t,x,x) = {Diu. + Gu2){t,x). (12)

Легко видеть теперь, что из уравнения Кортевега — де Фриса следует, что 
ср (£, х, х) =0 и, в силу единственности решения задачи Гурса, <р = 0.

Рассмотрим далее детально вопрос об обращении замены (8) в слу­
чае уравнения Кортевега — де Фриса. В рассматриваемом случае 
%{t,x,y) = %{t,x + y), что позволяет отождествить п и %. При этом мы 
получаем

(Z)o + 8D31)x(t,a;) = 0. (13)
Пусть при Z>0 задано решение линейного уравнения v{t, х), удов­

летворяющее условиям (9) равномерно по te[0, Т]. Тогда существует 
область Q вида, указанного в теореме 1, такая, что оператор (7) x(Z, ж) 
имеет при {t, .i)eO норму в ЛДж, °°), меньшую 1. Можно убедиться 
(см. лемму 1 и (12)), что обращение замены (8) приводит к решению 
уравнения (10), определенному в области Q. Таким образом, оператор, 
обратный к (8), переводит решения линейного уравнения Кортевега — 
де Фриса, но может сузить область определения решения. Рассмотрим, 
например, фундаментальное решение задачи Коши для уравнения (13):

—оо

Ф {х) ~ g е-2^/3)3'2 при х—» + оо. (14)

Замена, обратная к (8), переводит %(£, ж) = хе? {t, х) в автомодельное 
(см. ниже лемму 2) решение £~3/з/(ж/£‘/з) уравнения Кортевега — де Фри­
са. При этом функция / определяется как решение нелинейного диффе­
ренциального уравнения с заданной асимптотикой

/"'— */3ж/— 2/з/+ 12//'= 0, f{x) — хФ'(ж) приж-*+°°. (15)

Лемма 2. Пусть %{t, х, у) — шо {t, х + у), тогда уравнение (4) одно­
значно разрешимо в классе ядер регулярных для ж, р > Z(x)Zv‘, причем 
Z(x) < —1 при |х| С 1. Решение ф является в этом случае автомодель­
ным-.

■№>х,у) где ф(ж,р) + хф[Ц^) +

+ х Ф (ж, s) Ф = 0. (16)
X

Теорема 2. Задача Коши для уравнения (10) однозначно разрешима 
в пространстве (Р ([0, °°); S). Здесь S — пространство Шварца быстро убы­
вающих гладких функций и для ее решения u{t,x) в области {(Z, ж): 
ж > —t'1’} справедливо асимптотическое представление в виде конечной 
суммы частных решений уравнения Кортевега — де Фриса типа бегущей 
волны;

N
sup |u(Z, ж)— ^uk{x— 4XfeZ) I c™,--- при Z—> oo,

1 fc=i 14

Здесь через Aft2, A: = 1,..., TV, обозначены собственные значения операто­
ра А = d2 / dx2 + q(x), q{x) =2u{Q,x), в L2( — °°,+°°).

Схема доказательства. По начальным данным н0(ж) = и (ж, 0) 
для уравнения (10) находим (см. теорему 1) начальные данные = 
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= VATu'1' для уравнения (13). В теории рассеяния для оператора Штур­
ма—Лиувилля установлено (см. (5)), что %° допускает представление в 
виде

4-00 N
Х° (ж) = Д- \ Р (I) е*х + 2 с^~Чх, Ck > о,

*=i

где, как это ни странно,
p(g) | < 1 при §=/=0, I р (0) I = 1 => р (0) = — 1. (17)

Легко убедиться (см. (s)), что условия (17) обеспечивают обратимость 
оператора (7) 1 + %(0, ж) при любом х. Решая линейное уравнение (13) 
находим, что

X (*, х) = Хг (*, *) + 2 *) = зГ [ Р (У ei(8V'+M <18>

fe=l —оо

и, следовательно, условия (17) выполняются при всех t > 0. Для дока­
зательства теоремы существования остается проверить, что u'^S^p^S 
и удовлетворяет условиям (17).

Лемма 3. Часть решения, соответствующая непрерывному спектру 
оператора А, допускает асимптотическое представление через функцию 
Эйри (14)

^£ЕЛ(0, оо), (19)

х|^1. Справедливы также оценки, по- где х = р(О) и, следовательно,
лученные формальным дифференцированием соотношения (19). 

Из
ление
шение

лемм 2 и 3 нетрудно получить теперь асимптотическое представ- 
для решения 1|д = Иг*Х1 уравнения (4) через автомодельное ре- 
(16):
^i(i, х,у)-^ф(^ х у

t’/s
где R — регулярное ядро. Отсюда следует утверждение теоремы, если 
предположить дополнительно, что оператор А не имеет собственных зна­
чений. Доказательство теоремы в общем случае проводится индукцией 
по числу собственных значений оператора А и основано на следующей 
лемме, позволяющей явно вычислить добавок от введения нового собст­
венного значения.

Лемма 4. Пусть решения % вида (18) линейной задачи связаны 
соотношением / = % + ce8’'Sfe~’,x; с, X > 0. Тогда соответствующие решения 
уравнения Кортевега — де Фриса связаны формулой

u {t, x) = u (i, x)--^----------------------- ,
1 + c$ 'Px(f- ds

X
co

фх (f, x) = eiM ( e_Xx + ф (f, x, s’) e~y'sds.
X

Здесь ядро ф соответствует невозмущенному решению ф=И2
Институт гидродинамики
Сибирского отделения Академии наук СССР
Новосибирск
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