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1. В некоторых вопросах математической физики встречаются задачи 
на собственные значения, в которых параметр А входит нелинейно 
(см. (*-3)). Такие задачи можно свести к нелинейным задачам на соб­
ственные значения в некотором гильбертовом пространстве /Д3,4): 
L>.x =0, /, е (с, d), где L = Lc (с, d) -> S (S — класс ограниченных симмет­
ричных операторов) — непрерывно дифференцируемая функция (по нор­
ме операторов) на интервале (с, Я) R. Как впервые заметил Даффин 
(5), а за ним Роджерс (6), для собственных значений иногда удается уста­
новить вариационные принципы в терминах некоторого аналога функцио­
нала Рэлея (для классического случая р (х') = (Ах, х) / (х, х), А е Sx - 
вполне непрерывные операторы из S).

Определение 1. Непрерывный функционал р : Н\ {0} -> (с, Я) на­
зывается ф у н кци о н ал о м Рэлея для LK, если выполнены условид: 
1) р(ах) ~р(х), 2) (LpMx, х) =0, 3) (Lp^x, х) =0, a^R, а, х=£0. Пару 
(Др) назовем с и с т е м о й Р э л ея (с. Р.). Если пара Дж^О, /.eH’s 
= р(Я\{0}) удовлетворяет уравнению Ькх = 0, то А называется соб­
ственным значением, ах — соответствующим ему Собствен­
ным элементом с. Р.

В заметке устанавливаются аналогии классических вариационных 
принципов и принцип Стенджера (7) и указываются достаточные условия 
существования собственных значений. Полученные теоремы обобщают 
некоторые результаты работ (3,6_13).

2. Введем следующие множества точек:
01 = {А е ТЕ : Я {х„} 6= X, Li.xn -> 0},
п, = Де TF : Я {Хп} <= Х0) ДД, ->■ 0}, 
о2 = {А 6= W: Я {хп} еД L>xn 0, р(хп) А},
л2 = {A g= W : Я {хп} е Хв, LKxn -> 0, р (хп) А},

где X — множество последовательностей на сфере, а Хо — последователь­
ности из X, слабо сходящиеся к нулю. .

Если yd = supр(х) = d ("fc inf р(ж) == с), считаем, что d (соответ­
ственно с) принадлежит всем перечисленным выше множествам. Очевид­
но, что о2 01, я2 s Л1 и л,- i = 1, 2. Нетрудно видеть также, что все 
эти множества замкнуты, а в линейном случае совпадают со спектром и 
предельным спектром.

Введем обозначения: А [а, Д = (а — Д _1 (Д — Д), а =/= (3, А[а.а] = 
= Д'; [х, у] = (А[рД),р(р) ]х, у), х,у=£0, [я, z/]=0, ||z|| • ||у|| =0;
[я, Z/L = (А[Д р(р)К у), У=^0, 0,0] =0, а,Це (с, d).

Теорема 1. Пусть (Д 7d] Л щ = Ф. Тогда (Д yd] Л щ =#= Ф и состоит из 
изолированных собственных значений конечной кратности Д^...5=Х„^ 
^ . .. (Д = 7<j), которым соответствует такая последовательность линейно­
независимых собственных элементов х{,..., хп,..., что

max р(х) = Д, [xit xj] = 8ц, (1)
[х, Ж|]=0, п-1

причем максимум достигается на элементе хп. s -д
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Теорема 2. Пусть Xi > .. . >ХП — собственные значения, [Хп, М] Г> 
П Л1 = 0 и х{,... ,хп — линейно-независимые собственные элементы, им со­
ответствующие. Если х^О, [х,х{]=0, г = 1, ...,п, то p(z)<Xn, 
[p(a:),Xn) Л Oi Ф.

Положим NР(Х) = sup {dim Е : р (ж) > X, х^Е], где Е — подпростран­
ства Н и X < Yj; у*"1* = max {X : X е= nJ.

Аналогом известного для линейного случая результата является
Теорема 3. Если Yd’tl)^X<Yd, то интервал (X, -уа] содержит точно 

Np (X) собственных значений.
Следствие 1. Пусть и Л1 = {ус}. Тогда существует счетное

множество собственных значений конечной кратности с единственной пре­
дельной точкой Yc.

Следующая теорема также служит аналогом принципа Рэлея (ср. с 
теоремой 1).

Теорема 4. Пусть (р, Yd] Л л2 = Ф. Тогда (fJ, Yd] Л о2 Ф и состоит из 
изолированных собственных значений конечной кратности Xi > ... Х„ > 
^ ... (X = Yd), которым соответствует такая последовательность линейно­
независимых собственных элементов Xi,..., хп,..., что

max Р(®)=ХП, (2)
[х, х.]х =0, 4=1 П—1

• п

причем максимум достигается на элементе хп.
Следующее утверждение есть аналог принципа Фишера — Куранта — 

Вейля.
Теорема 5. При условиях теоремы 1 или 4 выполнены принципы 

1) или 2) соответственно:

1) min sup р (ж) = Х„, 2) min max р (т) = Хп, (3)
1/1.-...1/П-1 [х^'Я=0. ’=1...... п—1 EeSn~1 Е

где <%п — совокупность подпространств коразмерности п в Н.
Следующее утверждение является аналогом принципа Пуанкаре — 

Ритца.
Теорема 6. При условиях теоремы 4

max min р (х) — Хп, (4)
ЕеИп Е

где &п — совокупность подпространств Н размерности п.
Если подпространство Е <= Н, то на Е индуцируется с.Р. (PL, р), где 

Р — проектор на Е. Пусть Xi (Е) ...> Х„(£') — ее собственные зна­
чения.

Следствие 2. Если E2^Ei и п dim Ег, то Х„ (Z?2) < Х„ (^i). 
Аналогом теоремы разделения Коши — Пуанкаре (14) является 
Т е о р е м а 7. Если Е е то X„+i С Х„‘ «S Х„, где

Ц = ХП(£), г = 1,2,...

В (7) Стенджер нашел новый вариационный принцип для линейного 
случая. Его аналогом является

Теорема 8. Пусть п = 1, 2,... ; i = 0, 1,..., тогда

min max min р(х) = X„+i 
Eegi FelSn(E) F

Теоремы 5,2) и 6 являются частными случаями теоремы 8. Так, теоре­
ма 5,2) получется при п = 1, а теорема 6 при i = 0.

Следующее утверждение служит аналогом теоремы отделения Штур­
ма (“).
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Теорема 9. Хк+\МпХ’„\ т. е. собственные значения «переме­
жаются» Xi"1 > Xi > Д'1 > Х^ > xi"1 > ...

3. Определение 2. Система Рэлея (Др) называется выпуклой 
(вогнутой) на интервале Л, если W Л (с, d) и Д" > О (Д" С 0), 
Хе Л.

Для определенности будем считать, что с.Р. (L, р) выпукла на Л.
Допустим, что выполнено условие

(Дя, ж) 0, х=/=0, ХеЛ,

являющееся некоторым усилением условия 3) в определении 1.
С системой Рэлея (Д р) свяжем линейные с.Р. (Да), ра), где

Лх ’ — ХДа (dLa Дх), Ра (р) — О. (Lax, x)/(Lax, х). (5)

Используя идею квазилинеаризации Р. Веллмана (15), можно получить 
следующее представление для функционала р:

р(х) = min ра(х). (6
asA

Для вогнутых и выпуклых с.Р., используя представление (6) (для 
вогнутых в (6) — знак max), можно переформулировать все вариационные 
принципы. Интересно то, что в такой формулировке функционал Рэлея 
не участвует, а все выражено через функцию Д и ее производную Д' 
(см. (5)).

4. Выведем некоторые следствия из наших результатов.
а) В работе (6) Роджерс показал, что в случае dim Ж существует 

базис из собственных векторов, а для собственных значений справедливы 
принципы Фишера — Куранта — Вейля и Пуанкаре — Ритца. В (*3) Хаде- 
лер доказал принцип Рэлея (теорема 1). Так как в этом случае ла = 
= лг = 0, то указанные результаты следуют из наших теорем 1, 3, 5, 6.

б) Пусть (Др)—с.Р. с функцией Д = г(Х) Д — Лц Xe(c,rf), где 
r(X) eC(c,d). Д, А>.: (с, d) -> S — непрерывные операторозначные функ­
ции, причем (В/.х, х) > Д|ж||2, /с > 0, Л^ s для X s W. Считая, что 
г (с) = г (d) = 0, положим Лг = {Хе W: г(Х) =0}. Можно показать, что 
л1=Лг, а для собственных значений из (Р, Yd] справедливы все вариаци­
онные принципы п. 2 с {J = max {X: X <= Лг}.

в) Хаделер (10) рассмотрел с.Р. с функцией Д = г (X) / — Л»., где г(X) 
и Ах удовлетворяют условиям б). Он установил справедливость (1), (3)2> 
и (4). Его результаты следуют из б) при Д = I.

г) Тернер (8) рассмотрел с.Р. с функцией
п

= 2 ^В, — А, Х<=(—оо,оо),
i=l

где Bi = I, Bi е S, Ле Д, Д > 0, i = 2,..., п, Л > 0, а р(х) есть един­
ственное решение уравнения (Дя, х) = 0, X > 0. В (8) при некоторых ог­
раничениях установлены также принципы, аналогичные (*°). В этом случае

п

Д=2х‘_1Д, Лх = Л, г(Х) = Х
г=1

(см. б)), и поэтому, л1 = л2 = {0}. Система Рэлея выпукла, существует 
счетное множество собственных значений (следствие 1) и верны все ва­
риационные принципы.

д) Кюне (“) для сильно демпфированного квадратичного пучка 
Д = Х2Л + ХВ + С доказал принципы (2) и (3)2>. В этом случае справедли­
вы все принципы п. 2.
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е) Лангер (12) для пучка д) при некоторых ограничениях доказал су­
ществование собственных значений и установил для них справедливость 
принципа (3)2>. Его результаты следуют из теорем 3 и 5. Кроме того, 
справедливы все принципы п. 2.
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