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(Представлено акдемиком П. С. Александровым 21 XI 1972)

В произведении пространств X = П{Аа: а^А} выберем точку s = {sa}. 
Для каждой точки х произведения X определено множество индексов 
Q(х) — {а, At ха=^= sa}. Пусть ш — бесконечное кардинальное число. 
2m-произведение пространств Ха, а е А, определяется как подпространство 
2ш= {х^Х: Q(x) | С in} произведения X. В (*, 2) доказано, что S^o-npo- 
изведение полных в смысле Чеха паракомпактов, теснота каждого из ко­
торых счетна, коллективно нормально. Если ш. > Ко и среди паракомпак­
тов Ха, а^А, несчетное число небикомпактных, то 2щ-произведение пара­
компактов Ха, а е Л, ненормально, поскольку в этом случае 2т-произве- 
дение содержит в качестве замкнутого подмножества произведение 
несчетного числа бесконечных дискретных пространств, которое, как 
известно (3), не является нормальным пространством.

Теорема 1. Zm-произведение бикомпактов, теснота каждого из ко­
торых не превосходит ш, нормально.

Замечание. Пусть | А | = п > Ш, Dn — обобщенный канторов дискон­
тинуум веса П, а Da, а А,— дискретные двоеточия. Как ив (*),  нетруд­
но убедиться, что Sm -произведение бикомпактов Dn и Da, а^А, ненор­
мально.

Система множеств h = {Ht: t е Т} разделяется в открытом множест­
ве Г, если найдется дизъюнктная система открытых множеств {Up. t^T} 
такая, что Ht Л Г s Ut для любого t^T (4).

Лемма 1. Пусть р — непрерывное отображение пространства Z на 
паракомпакт Y, множества I\, де Д, открыты в Y, а система h = {Hts Z: 
t^T} разделяется в p~l (1\) при каждом /. еЛ.

Тогда для любого замкнутого множества {Г\: /. еЛ} найдется
открытое множество U^F такое, что система h разделяется в p~l(U).

Доказательство. Нетрудно заметить, что существует локально­
конечная система открытых множеств {VE: |еЗ} такая, что FsU {FE: 
g е S}, а система замкнутых множеств {[FJ: g е 2} вписана в {1\: /. еЛ}. 
Пусть U = U {1Д: Далее непосредственно обобщаются построения
из доказательства леммы 1 из (’).

В доказательстве теоремы 1 система h состоит из двух множеств, а р 
является проекцией произведения на сомножитель.

Доказательство теоремы 1. Пусть теснота каждого из биком­
пактов Ха, а^А, не превосходит Ш. Предположим, что множества Ht и Н2 
не разделяются в 2т eI = H{Xs: те.1}. Ясйо, что Hi и Я2 не разделя­
ются и в X. Возьмем В,,е.4 так, чтобы |2?0| И, и определим Хо = П{Ха: 
а^В0}. Через р0 обозначим проекцию X на Хо. Бикомпакт Хо не допуска­
ет покрытия открытыми множествами, в полных прообразах которых при 
отображении р0 множества Н, и IE разделяются ((4), замечание к лем­
ме 1). Поэтому найдется точка х0 е Ха такая, что для любого открытого 
множества V, содержащего эту точку, множества Ht и Нг не разделяются 
в Po_1(F).

Предположим теперь, что для каждого натурального числа i < / опре­
делено множество В,А такое, что |5;| Сш и, если k < I, то Bh^Bi. 
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Таким образом определена проекция рТ произведения Хг = П{Ха: а е 
на Xk. Через р( обозначим проекцию X на X. Пусть далее для всех i < j 
в Xt выбрана точка х{ такая, что если ж, е У s Xt и V открыто, то множе­
ства Hi и Н2 не разделяются в p~'(V). Предположим также, что />*(©,)  = 
= xh при k<i.

* Все пространства предполагаются регулярными.

Построим множество Bj и в произведении Х3 = П{Ха: аеВ] опреде­
лим точку Xj с требуемыми свойствами. Пусть j = i + 1. Нетрудно заме­
тить, что е [рДЯД ] 11 [р,(Я2)]. Теснота бикомпакта Х{ не превосходит 
© ((5), теорема 4, замечание 3), поэтому х, е [р; (Mt) ] Л [р4 (AQ ], где 
Mi = Я1, М s Я2 и Mi | С ш, | Ni | С ©. Пусть Я = Bi U U {(? (я): х е Mi U 
U Иг]. Ясно, что | Bj ©. Проекция pi1 замкнута, т. е. для любого откры­
того множества U э (р/) (ж,) найдется окрестность V точки xt, для кото­
рой (р?)~*(У)  s U. Множества Я, и Я2 не разделяются в p~l(V) = 
= №((р/)_1(У)), поэтому IB и Н2 не разделяются в pj~'{U). Но тогда 
из леммы 1 следует, что найдется точка е (p?)“l(^i) такая, что если 
Xj^ У s У, и V открыто, то множества Я1 и Н2 не разделяются в р3_1(У).

Пусть В = U {Bj: /■= 1, 2, 3,...,}. Очевидно | В | Определим точку 
у <= условиями: Pi{y)—Xj при / = 1, 2, 3,... и ya — sa при ае/1\Й. 
Произвольная окрестность точки у содержит окрестность вида

я = рД(У) п П {^{Оау.а^к},

где множество V открыто в Х} и содержит точку xjt К является конечным 
подмножеством А \ В, множество Оа открыто в Ха и содержит точку sa, а 
лге — проекция X на Ха при а е К. Заметим, что [р/Д/Д ] 0 [р^(Лт3) ], и 
выберем z' еМ;и z" е Nj так, чтобы р3(г') <= V и p3(z") е V. Легко видеть, 
что za' = za" — sa при а^А \Я. Поэтому точки z' и z" лежат .в Я, т. е. 
произвольно выбранная окрестность точки у пересекается и с Я4, и с Н2. 
Следовательно, Я, и Н2 не могут быть пепересекающимися замкнутыми 
подмножествами Sm. Теорема доказана

Теорема 2. Ym-произв едение бикомпактов тесноты < И и не более чем 
счетного числа перистых паракомпактов тесноты Ю коллективно нор­
мально.

Доказательство. Заметим, что такое 5т:-произведение совпадает с 
произведением X X Y, где X — произведение не более чем счетного числа 
перистых паракомпактов тесноты ^©, а У является Sm-произведенпем би­
компактов тесноты С ©. Произведение паракомпакта, теснота которого не 
превосходит Ш, и нормального сильно ©-компактного пространства коллек­
тивно нормально (2). Пространство У нормально и сильно ©-компактно, 
X — перистый паракомпакт (е) , теснота которого не превосходит ©. Дока­
жем последнее. Заметим, что теснота всякого бикомпакта, лежащего в 
произведении не более чем © пространств тесноты ©, не превосходит 
ш(5). Вполне регулярное перистое пространство является пространством 
точечно-счётного типа (6), т. е. покрывается бикомпактами, характер ко­
торых в пространстве счетен. Доказательство завершает

Предложение. Пусть Р — регулярное пространство, Р = U {Ра: а е 
sA] и для всех а^А теснота Ра и характер Ра в Р не превосходят ©. 
Тогда теснота Р не превосходит ю.

Таким образом, если ш> Ко, то Sm-произведение перистых параком­
пактов, теснота которых не превосходит га, коллективно нормально в том 
и только в том случае, когда все сомножители, за исключением, быть мо­
жет, счетного числа, бикомпактны. Отметим, что Sm-произведенпе пери­
стых паракомпактов А'а, а А, всегда содержит всюду плотное параком­
пактное подпространство о = {х е X: | < Ко} (о-произведение
пространств Ха, а е А (4)), поскольку справедлива

Т е ор ем а 3. <5-Произведение пространств *,  любое конечное произве­
дение которых паракомпактно, является паракомпактом.
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Доказательство. Пусть on = {х^ X: ](?(ж) | < п}, о = U {оп: п = 
= 0, 1,2,...}. Предварительно докажем

У т в е р ж де н и е I. Если V[V] 0о, множества V и U от­
крыты, а семейство открытых (в о) множеств ц = {Я6: £ е Е} покрывает 
On+i \ U, то существует локально-конечное открытое (в о) покрытие 
о„+1 \ U, вписанное в тр

Пусть В s А. Определим Хв = {х е X: ха — sa, если а е А \ В} и про­
екцию рв произведения X на Хв: рв(х) =у, где уа=ха при «ей и 
У«. — sa при а е А \ В. Пусть §1 = {а А: |а | = п + 1}. Для каждого а е 91 
определим Wa = {х е о: ра(х) Ха \ [V]} \ [У]. Покажем, что семейст­
во открытых множеств w = {Wa: а е 91} локально конечно в о. Пусть ж е о. 
Поскольку Wa П У = 0 для всех a е 91, можно считать, что | Q (х) | > п. 
Рассмотрим конечную систему множеств 93 = {b: b^Q(x), |&| п}. Оче­
видно, еа.ЕУ для всех й е 99. Для каждой точки рь(х), вы­
берем стандартную окрестность, с которой эта точка содержится в 
У: 0(b) = {у е о: уа^0(Ь, а), если а К(Ь)}, где К(Ь) — конечное под­
множество А, множество 0(Ь, а) открыто в Ха и содержит (рь(х))а при 
а^К(Ь). Пусть A = U{A(&): Ъ е 93}. Для каждого а^К определим 
0 (а) = П {0(Ь, а): ха е 0 (b, а), Ъ е 93}. Пусть 0 = {у е о: уа е 0 (а), 
если а е К}. Открытое множество 0 содержит точку х и может пересе­
каться лишь с теми Wa, для которых a s Q (ж). В самом деле, пусть 
у (=0 ftWa и a\Q(x) ¥= 0. Тогда Q (ж) Л а = b е 93. Ясно, что (ра (у)) а = 
= (рь(х))а — sa при а е А \ а. Если а е (а \ &) Л А(&), то ха = sa = 
= (рь(х))а^0(Ь, а). Следовательно, 0(a) ^0(Ь, а) и уа^0(Ь,а). 
Приае6ЛА(&) снова ха= (рь(х))а^0(Ь, а), и уа^0(Ь,а). Итак 
Ра(у) 0 (Ь) е У, что противоречит условию рДу) [У].

Пусть а е 91. Поскольку Ха — паракомпакт, существует локально-ко­
нечная система открытых (в Ха) множеств р = {Рш: coeQJ, вписанная 
в систему {IB Л Ха: S, е Е} и покрывающая Ха \ U. Для каждого (и е Q. 
выберем |(щ)ей так, чтобы Пусть Ги=ру‘(Рш) Л Я6(ю) Л Wa
для каждого со е Qa. Q = U {Qa: яе91}. Легко проверяется, что система 
у = {Га: со е Q} является искомым покрытием.

У т в е р ж де н и е II. Если g„s U о и U открыто, то найдется откры­
тое множество У такое, что оп У = [ У] U.

Поскольку при п — 0 утверждение II очевидно, предположим, что оно 
справедливо при п = к, и пусть щ+1 s U. Найдутся открытые множества 
У1 и У2 такие, что o>,.sys = [У] £У,е [У,] Если х е щ+1 \ у1; то 
выберем окрестность Ох точки х такую, что [Ox] ^U. Согласно утверж­
дению I существует локально-конечная система открытых множеств у, 
покрывающая <ц+1 \ V, и вписанная в {Ох: хеоа+1\У1}. Пусть У = 
= V, U U {Г: Г е у}. Из консервативности системы у следует, что [У] — U.

Пусть теперь у — произвольное открытое покрытие о, аае Г,, е у, 
бо = {Го}. Предположим, что уже определена локально-конечная система 
открытых множеств 6„, вписанная в у и покрывающая о„. Пусть U = 
= U {Г: Ге 6Д. Если оп+1 \ 17 =# 0, то из утверждений II и I следует, что 
найдется локально-конечное открытое покрытие on+i \ U, вписанное в у. 
Обозначим это покрытие через у Тогда у U б„ = б„+1 является открытым 
локально-конечным покрытием ая+1, вписанным в у,. Система 6 = U {6„: 
п = 0,- 1, 2,...} покрывает о и вписана в у. Таким образом, о параком­
пактно ((7), теорема 5.1.4).

Теорема 4. о-Произведение пространств, любое конечное произве­
дение которых финально компактно, является финально компактным про­
странством *.

* Доказательство теоремы 4 вполне аналогично доказательству предложения 3 
из (4).
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Следствие. Пусть паракомпакт X является непрерывным образом 
^-m-произведения пространств, любое конечное произведение которых фи­
нально компактно. Тогда X финально компактно *.

Следствие является усилением следствия 3 из (8).

В самом деле, образ о-произведения в этом случае представляет собой 
всюду плотное финально компактное подпространство паракомпакта X. 
Отсюда следует, что X является финально компактным пространством (9).
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