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Рассматривается задача: определить структурные свойства функции по 
известной скорости роста производных некоторых приближающих агрега­
тов этой функции. Первые результаты здесь получены Г. Харди и 
Дж. Литлвудом ((‘), см. также (2), стр. 419). В дальнейшем эта задача 
рассматривалась в статьях (3~6) (см. также (2), стр. 469). В настоящей 
работе установлены оценки модулей непрерывности различных порядков 
функции и ее производных через нормы производных полиномов наилуч­
шего приближения, сумм Фейера и Пуассона.

Условимся об обозначениях. С — пространство вещественных непре­
рывных 2л-периодических функций / с нормой ||/|| = шахЩя) I- ГР, X
1 < р < °°, — пространство вещественных 2л-периодических функций, сум- 

271 1/рмируемых с р-й степенью на [0,2л], с нормой ц/,|р = |/(я)|рdx)j ;
о

Г» = С. 0 = р, если 1 < р < 2, р = 2, если 2 < р < °°, £ = 1, если р =
т

®r(J,d)p = supll 2 (—1)',(vr)/(a: + v/i)i , юг(/, S) = шД/, б)».
V==Q p

Tn — Tn(f) — тригонометрический полином наилучшего приближения 
n

функции / порядка п в С. En(f) = \\f — Tn||. sn (/) = ^Ak (/) — п-я частная 
k=0 

сумма тригонометрического ряда Фурье функции /.
П оо

<*п (/) = (П + I)’1 3 ** (/), Рр (/) = 2 Р*Л (/)•
k=o k—o

N — множество натуральных чисел.
Теорема 1. Пусть / е С; m + 1, г, п е N; у 2. Тогда, если

2 гчп-шк»,
А=1

то существует /(т) е С и

а>г(/(’п\у/п)<22т+2л(4у)г 3 /с-г-1||7’Гт)(/)||.
*=п+1

Доказательство. Подберем целое у, так, что 2й-1 < п 2й, и пусть
е N таково, что

к7Ц Т’С™? || < к~т || Пг+т) ||, к, кч [2V + 1, 2V+1].
’5
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Предположим, что существует /(т) <= С. Тогда
Т/п) < ar (f(m) — v/n) + ш. (JtJ1. т/"Х

Так как
(f) ^^,(/-nv+1) +Ehv (Лч+1) ^£ч+1(/) +^(Тч+1), 

то с помощью теоремы Ахиезера — М. Крейна — Фавара ((2), стр. 590) 
найдем

Ekv (/) - Ekv+1 (/) < л2-1 (Л, + 1Г || П?+11|.

Значит,
CO

^(/)< л2-1 2 (fc, + ln^U (П
v=|i

Пусть th >1. Известно (см., например, (2), стр. 206), что 
II Ть™'1 — /т) || 0. Следовательно,

со

Применяя неравенство Бернштейна, получим

ПЛ’-П^’К 2 2 ^Ekv(f).
V=H V=H

В силу неравенства (1)
со оо

II /(т) - П?|| 2 е+12 № + i)-r-ra || С?’ || =
V=[l j=v

i=H Ч=|Л
i

Но 2 С1^22т+1(/г{ + 1)т. Поэтому

co

|| /т) - TW || < 2 27П+1л 2 № + If II С?’ II- 
i=H

Последнее соотношение в силу (1) верно и при т = 0. Имеем далее 
оо

», (/'”>. V/») < 2""« л у № + 1Г|| П™> I + V- (W к? I |.

Ясно, что ki+l/ (kt + 1) <4, Лц/п<4. Значит,

«г (/(т), у/”) < 2зг+2т+1л 2 || || +
i=H

ОО

+ (4V)r Vl|7’2T)||<22m+1H(4Y)r 2 fcrr|l<ffl)||. 
i=p.

2»+l

■Легко видеть, что /с?г || 7’^+m) || ^ 2 2 АГг~11| ?lr+m) ||. Таким образом, 
й=2’+1

ОО

о)ДГ\уЖ2мл(4< 2 ^Г’1||Пг+т,|.
А=п+1
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Осталось доказать, что при mi>l существует Из хода дока-
оо

зательства видно, что сходимость ряда 2 ^_г_1|| Т^+т) || влечет сходимость 
*=i

(/). Очевидно, что из сходимости последнего ряда следует схо-

лгмхть 2 По известной теореме Бернштейна отсюда вытекает
fe=i

существование и непрерывность /<т).
Замечание. При доказательстве мы не использовали специфики 

~ эстранства С. Поэтому аналогичное утверждение (с той же константой) 
аерно в пространствах ЕР, 1 р <

Теорема 2. Пусть f е i<p<°°,r,n^N.T  огда
( °° 11/₽

сог(/,1/п)р<С(г,р) 2 . (2)
'■А=п+1 ’

где С (г, р) зависит только от г и р.
Доказательство. Очевидно, что

(/, 1/п)р < 2ГЦ/ - ап (/) ||р + п~г || s'r) (/) ||р. (3)

Применяя теорему Литлвуда — Пэли ((7), стр. 335), получим
со */*

|| / - sn (/) с Сг (р) | { 2 (/) - (/))2} I •
11 V=o > "Р

При 1 < р «S 2 отсюда следует
« Ир

II / - s« (/) ||р < С, (р) 2II ^+1„ (/) - siV.n (/) |Й
Н=0 '

Если же р > 2, то
со

ll/-Sn(/)||p<G(p){2b2lx+in(/)-
V=0

Итак, при всех р е (1, оо) будет
00 1/3

U / sn (/) Up (?) I 2 II s2P4-in (/) — S2^n (/) Up) •
V=o '

В силу теорем М. Рисса ((2), стр. 423) и Д. Джексона имеем

II s2H-in (/) ~ s2v-n (/) Up = II s2l4-in (/) — ls2M-in (/)] Up < 
(?) ls2i4-in (/)! p (P) (2l*ra) || s2H+in (/) Up •

Значит,
00 1/3

II f - (/) ||p < Ct (p) { 2 (2^)-r31| (/) ||p₽ } .
V=o 1

При k > 2“n будет

II (/)Up = II Г**'(/)! Up<(p)|| 40(/) ||p. 
Следовательно,

2^+ln

l|s(X(/)l|p<C.(p)(2lxn)-1 2 Ils^WIlt (4)
t=2^n-4-l
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(5)

Отсюда
, оо 2V-+2n Л/₽

II / - Sn (/) ||p < C, (p) 2 (2tv₽-1 2 || 4r) (/) Й <
lH=0 A=2H+In+1 1

■ft=2«+l ’

Сопоставляя формулы (3), (4) при ц = 0 и (5), получаем
. оо

(ог(/,1/п)р<С9(р)22г{ 2
Ч=п-н

(6)

Положим Xv = (2га + 1) / (2га + 1 — v) при О С п, Av = 0 при v > п.

k=i
Отсюда на основании теоремы И. Марцинкевича ((’), стр. 346) 

чаем
полу-

СО
ч=0

Из формул (6), (7) вытекает требуемое.
Замечание. В. В. Жуком было показано, что неравенство (2) 

ведливо при р — 1 и р = °°. Сходным методом доказывается
Теорема 3. Пусть f е Гр, 1 < р < °°, г е N, бе (0,1 ]. Тогда 

спра-

где С (г, р) зависит только от г и р.
Замечания. 1) В. В. Жук установил обратное неравенство

II р? (/) Ир < с (г) (1 - Р)7Ч (/, 1 - Р)р,

где 1 < р < оо, г е N, С(г) зависит только отг, р= [0,1), / е LP.
2) Случай г — 1 рассматривался также в (3).
3) Теорема 3 может быть получена также и путем сопоставления при­

веденных выше результатов и установленного Г. И. Натансоном неравен­
ства

llon-Д/) Нр (1 + е)||Л-„-(/)1Ь.
Ленинградский государственный университет
им. А. А. Жданова
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