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НЕКОТОРЫЕ КЛАССЫ ГАРМОНИЧЕСКИХ И АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ И ИХ СТРУКТУРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 21XII1972)

В настоящей заметке дано полное структурное представление для вво­
димых здесь ассоциированных с оператором А<и; и> широких классов гармо­
нических и аналитических функций. Эти классы являются существенным 
обобщением таких классов функций, как известного класса гармонических 
функций, совпадающего с множеством функций, представимых интегралом 
Пуассона — Стилтьеса (1), классов аналитических функций, введенных 
Г. Герглотцем (2) и Ф. Риссом (3), соответствующих классов гармони­
ческих и аналитических функций, введенных М. М. Джрбашяном (4,5). 
Указанные новые классы функций вводятся с помощью построенного в (6) 
оператора 2V(“; ffi) *,  а основным аппаратом для установления структурных 
формул служат обобщенные интегральные формулы Пуассона и Шварца, 
ассоциированные с данными системами функций сщ,..., <вж; он,..., fflm **.

* Напомним, что здесь и всюду ниже со = (cdi, ..., com), со = (coi, ..., со^); 
<0j = <Oj(x) е Q. ыГ = е Q, / = 1, ..., m; J = 1, ..., т.

** О других обобщенных формулах см., например, в (4, ’, 7).

Обозначим через множество гармонических в круге | z | < 1 функ­
ций u(z), удовлетворяющих условию

2л 
sup { [и (reicp) ] | <2<р| <4-00.

0<r<i o

Обозначим через С(и;«) класс аналитических в круге |z| < 1 функций 
/(2), удовлетворяющих условию

Re 2V<“;") [/(z)J > О, |z|<l.

Обозначим через 2?(вш > класс аналитических в круге |z[ < 1 функций 
f(z), для которых выполняется условие

2л 

sup К | Re У(ш; “) [f (ге’ф)] | J<p| <4-00. 
0<г<1 I- j' J

Так как при f (z) <= С(ш; интегралы
2л 2л

| Re7V<“:“) [f(reic₽)] | <7q> = \ Re М«;“) [/(ге{ф)] (йр=2л Ref 
о о

ограничены числом, не зависящим от г < 1, то, очевидно, имеем
^(ы; ш) •

Отметим следующие классы, вытекающие из определения классов 
тт С ~ R ~

(со; ю) ’ (со; со) ♦ (со; со) •
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1) и = (1,..., 1), 65 = (1,..., 1). При таком условии имеем известные 
три класса. Представление первого из них хорошо известно (‘), а представ­
ления двух других классов были впервые получены в (2,3).

2) ю = ((1 — х)а, 1,..., 1), 65 = (1,..., 1), —1 < а < +°°. В этом слу­
чае получаем классы функций, введенные в (4), где установлены и их 
представления.

3) со = (©!, 1,. .., 1), 65 = (1,..., 1), где = о>1 (z) — любая функция 
из класса й. При этом условии получим классы функций, рассмотренные 
в (5), где найдены и их представления. Представления классов

(Ш; и) ’ ^(ш; ы) > и) даются в следующих теоремах 1 и 2.
Теорема 1. а) Класс совпадает с множеством функций u(z),

представимых в виде интеграла
2л

и (rei<₽) = ~ 7V(“: "> [Р (ср — 0, г)] dx\: (0) (1)
о

(0 < < 1, 0 С С 2л), где ip (6) — произвольная вещественная функция
с конечным полным изменением на [0, 2л].

б) В представлении (1) данной функции u(z) е соответствующая
функция ip (0) может быть определена с помощью предела

е

1р (0) = lim [u (pneit₽)]d(p,
71—> l oo V

0

где {p„}, 0 < pi < p2 < ... < pn < ..., 1»— некоторая возрастающая по­
следовательность.

в) Класс с; Uгармонических в круге |z| < 1 функций
u(z), для которых N(a’ ^[u^z)] > 0, |z| < 1, совпадает с множеством функ­
ций, представимых в виде (1), где функция ip(0) не убывает на [0, 2л].

Теорема 2. а) Класс совпадает с множеством функций f(z),
представимых в виде

2П.

f(z) = iC + ^^N^“)(S(e-«z)]dip(0), |z|<l, (2)
О

где ImC = 0, 1р(0) — произвольная неубывающая ограниченная функция 
на [0, 2л].

б) Класс совпадает с множеством функций, представимых в виде
(2), где ip (0) — вещественная функция с конечным изменением на [0, 2л].

В процессе доказательства теоремы 1 существенно используется указан­
ная выше обобщенная формула Пуассона, а при доказательстве теоремы 2 
кроме отмеченной обобщенной формулы Шварца — теорема 1 данной за­
метки.
Московский областной педагогический институт Поступило
им. Н. К. Крупской 15 XII 1972
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