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1. Общая задача квантования. Пусть М — многообразие, на 
котором бесконечно дифференцируемые функции образуют алгебру Ли от­
носительно скобки Пуассона

Задача квантования состоит из двух частей. Во-первых, требуется по­
строить семейство ассоциативных алгебр с инволюцией Ah(M), h > 0, с пе­
речисленными ниже свойствами, элементами которых служат дифференци­
руемые функции на М (не обязательно все). Во-вторых, следует построить 
линейные представления этих алгебр в гильбертовом пространстве. Пара­
метр h является постоянной Планка.

Произведение fi, f2 *= А, обозначим f, * /2. Отметим, что /1 * f2 Зависит от 
h. Алгебры Ah должны обладать свойствами:

1) Если f(h\x) = (jt *f2) (х), то /(0|ж) =fi(x)
2) Если f(h\x) = h~'[ (ft * f2) (ж) - (A * /2) (ic) ], то при hО

lim f(h\x) = [Л,/2], где — скобка Пуассона (1).
Свойства 1) и 2) называются законом соответствия. Их выполнения 

следует добиться в первую очередь. Следующие ниже свойства обязательны 
в меньшей степени.

3) Инволюция в Ah совпадает с комплексным сопряжением.
4) В Ah есть единица.
4') Единицей служит функция f(x) = 1.
5) В Ah существует линейный функционал sp f (след), определенный па 

подмножестве Ah Ah и обладающий свойством sp (fi * f2) = sp (f2 * fi), 
при A * f2 е Ah, также f2 * A е Ж.

5Z) sp f — f(^) dp (ж), где p (a?) — некоторая мера на M.
6) Сопоставление МAh(M} должно быть естественным, т. е. переста­

новочным с морфизмами симплектичесКих многообразий, принадлежащими 
к некоторой заранее зафиксированной категории.

Последняя оговорка существенна, так как добиться перестановочности 
со всеми морфизмами симплектических многообразий, по-видимому, невоз­
можно. В работе строятся алгебры Ah для случая, когда многообразием 
служит ограниченная область в комплексном пространстве.

2. Построение алгебр Ah. Пусть Q — ограниченная область в Сп. 
Элементами кольца Ah будем считать вещественно-аналитические функции 
f(z, z) в й, допускающие аналитическое продолжение f(z, v) в QXQ. За­
кон умножения в Ah будем искать в виде

(fi X f2) (z, z) = fi (z, v) f2 (v, z) Gh (y, v)z,z) dp (y, v), (2)

где dp(z, z) = detll^X/dzidzJI, Ц dz dz, K = K(z, z) — керн-функция Й, 

J] dz dz = JJ dXhdijk, xh = Re zh, yk = Imz*. dp (z, z) — инвариантная мера 
в й, если Й — однородная область.

1263



Теорема 1. 1) Ассоциативность умножения (2) эквивалентна равен­
ству

Gh (у, v | z,-z) = Fh (у, v) Fh (z, z) (z, v) F? (v, z), (3)

где Fh, Fh — две функции на Й, причем Fh — вещественно-аналитическая 
функция, допускающая аналитическое продолжение на Q XQ.

2) Условия 5), 5х) п. 1 эквивалентны равенству Fh(v,v) = c(h)Fh(y,v), 
где c(h) — некоторая функция {ее определение связано с условиями 1), 2), 
4'))-

Приведем теперь конструкцию функции Fh, позволяющую удовлетво­
рить всем требованиям 1) — 5') п. 1 в случае, если область Й однородна, 
и всем, кроме, быть может, свойства 4), 4х) в общем случае.

Теорема 2. 1) Пусть Fh(z, z) = K~l/h(z, z), где K(z, z) — керн-функ­
ция области Й, Fh(v, v)'= c(h)FK(y, v), c(/i) =(fe), n = dimc Й, 
c.(0) =1.

Тогда закон умножения в Ah, определяемый формулами (2) и (3), удов­
летворяет всем требованиям п. 1, кроме, быть может, 4), 4х).

2) В случае, если область й однородная и круговая, требования 4), 4х) 
выполняются при

c(h) = p (й)^ g К (z, z)-i* dp (z, Z)]*1, (4)

где ц(Й) — эвклидов объем Й.
Доказательство состоит в применении метода перевала к инте­

гралу

(ЛФ) (z, z) = Ф (у, v) Gh (у, v | z, z) dp (у, v). (5)

Легко проверяется, что функция К (z, v)K(v, z)K~l(y, z)K-'{v, v) при 
фиксированных z, z имеет, как функция v, v, единственный максимум при 
z — v, z —V. Обычные соображения позволяют дать асимптотическое раз­
ложение интеграла (5) с точностью до о (7г):

(7ЛФ) (z, z) = Ф(г, z) + /1(АФ(г, z) + a(z, г)Ф(г, z)) + 0(h), (6)

где Д — оператор Лапласа — Бельтрами метрики Бергмана.
Из (6) следуют свойства 1), 2) п. 1. 2-е утверждение теоремы 2 следует 

из приводимой ниже теоремы 3.
3. Представления. Обозначим через Fh гильбертово пространство 

аналитических функций в Й со скалярным произведением

(/,g) = c(/i)^/(z)g(z)A:-V'‘(z,z)dp.(z,z), (7)

где c(h) — та же константа, что в теореме 2.
Для дальнейшего основную роль играет
Теорема 3. Пусть й — однородная область. Тогда
1) при любом h> 0 функция К (z, v)i/h является однозначной аналити­

ческой функцией в й X й.
2) Функция [K(z, v) / К (и, v) ]1/h при любом h> 0 обладает воспроиз­

водящим свойством: при f е Fh

j(z) = c (h) f (v) [К (z, v)/K (у, (7y,r(p, Д). (8)

Доказательство. Рассмотрим в Fh ортонормированный базис 
4ч(г) и построим функцию

Lh(z,z) = 2^(z)ipHz)- (9)
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Из (9) легко следует, что если z»>=z(p) — автоморфизм области Q, то 
Lh(z, z) = Lh(y, v) [d (v, v) / d(z, z)]i,h. Поэтому функция LhLii,h = LhK~l,h 
инвариантна при всех автоморфизмах Q. Ввиду однородности отсюда сле­
дует, что Zh(z, z) = o(h)Ki/h(z, z). (Если с(Л) имеет вид (4), то cs(h) = 1.) 
Используя воспроизводящее свойство функции Lh, получаем (8).

Теорема 3 позволяет построить представление кольца Ah в пространстве 
Fh по формуле J

(Ф/) (z) = с (Л) \ Ф (z, г>) / (п) [X (z, г7)/2Г (у, у)]1-71 dp (щ г>), (10)

где Ф е Ан, Ф — соответствующий оператор в Fh.
4. Симметрические пространства. Если й — симметрическое 

пространство, то может быть получено явное выражение оператора (5) че­
рез операторы Лапласа. Ввиду недостатка места, ограничимся случаем, 
когда Й — единичный шар в Сп

оо

л = П [1
k=0 L

_______________________________"l-i
(я -{-1 -р &Л) (л -j- 1 -|- (& — л) Л) J ’

где А — оператор Лапласа — Бельтрами. Отметим, что керн-функции для 
всех классических областей найдены в (*).

5. Связь с другими теориями и возможные обобще­
ния. 1) Пусть М — келерово многообразие с метрикой ds1, имеющей гло­
бальный потенциал G, который является вещественно-аналитической функ­
цией на М, имеющей, быть может, особенности на многообразии меньшей 
размерности. Положим К„_ = exp (тб) и допустим, что Kh~l не имеет осо­
бенностей. Рассмотрим пространство Fh аналитических функций на М с 
суммируемым квадратом по мере K,r'd\\(z, z). (dp(z, z) определяется по 
метрике ds1 обычным образом). Функции из Fh могут иметь особенности 
в нулях Kh~l. Пусть ips(z) — ортонормированный базис в Fh и Lh(z, z) опре­
деляется формулой (8). Lh(z, z) будем называть вторичной керн-функцией. 
Пусть Е — множество на луче (0, °°) такое, что Lh — o(h)Kh при h е Е. 
В случае, если 0 служит предельной точкой для Е, предшествующая теория 
переносится на М без изменений.

Примеры:
1) М — однородная ограниченная область. Как показано в настоящей 

статье, Lh{z, z) = a (li)Kh(z, z), 2? = (0, 1 ].
2) M = Cn, ds2 = 2 dzk dzk, G = 2 zkzk = zz, Kh = exp zz^|, Lh{z, z) =

= ™h(z,z).

(Пространство Fh есть в этом случае классическое пространство Фока, вве­
денное в (2).) Е = (0, °о).

3) М = S2 — двумерная сфера. В комплексных координатах ds1 =
= (1 + zz)~2dzdz, G = In (1 + zz), Lh — h~lKh при целом h~l. E = (1, 2_1, 
3~‘,.. .). Аналогичным образом, как видно из формул Хуа Ло-кена, обстоит 
дело с любыми компактными симметрическими пространствами, двойствен­
ными ограниченным областям. (Во всех этих случаях пространства Fh ко­
нечномерны, например, для случая 52 dim Fh = .

4) М — двумерный цилиндр. ds1 = dzdz, z—x + iy, 0 < x < 2л, 
G = ; (z — z)]J , Lh^ a(Л)Kh ни при каком h> 0.

Отметим в заключение этого пункта, что келерова метрика определена 
с точностью до множителя. Таким образом, в предлагаемой теории роль 
планковской постоянной предоставлена этому неопределенному множителю.

2) Изложенная в этой статье конструкция примыкает к общей теории 
ко- и адндра-вариантных символов операторов (3). Функция Ф в (10) слу­
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жит ковариантным символом оператора Ф. Оператор (5) преобразует кон- 
травариантные символы в ковариантные. Векторы /„(z) = K(z, v)l/h игра­
ют роль переполненной системы, лежащей в основе теории (3).

3) Пусть Q — шар в Сп, G — его группа автоморфизмов, G — уни­
версальная накрывающая G, М — некоторое множество с мерой, z(x), g(x) 
х е М,— измеримые функции на М со значениями в Q и G соответственно 
Группу функций g(x) обозначим GM, ее естественно считать прямым произ­
ведением х экземпляров G, где х — мощность множества М. Рассмотрим 
функционал R (z, z) =—Ь~А\пК(г(х), z(x')') dp(x) от функцийz(x) и вве­

дем с его помощью скалярное произведение в пространство аналитических 
функционалов .от z (х): (/,/) = |/(z) |2 expR ][ djx(z(x), z (х)) (конти-

X
нуальный интеграл в правой части понимается как предел конечнократ- 
ных, инвариантная мера dp,(z, z) нормирована условием (/0, /0) =1, /о = 1). 
Возникающее таким путем гильбертово пространство аналитических функ­
ционалов является обобщением обычного фоковского пространства. В нем 
действует представление группы G_w согласно формуле

(Т’жх) /) (z) = / (g*xz) exp | /Г1 In j (g (x), z (x)) ф (x) j ,

где g~lz = g~l (x)z(x) — результат действия элемента g_I(x) на z(x), 
/(g, z) — аналитический якобиан преобразования z -+■ g~'z.

Изложенная конструкция может быть применена к произвольным ог­
раниченным однородным областям. Для симметрических областей, отлич­
ных от шара, она приводит к представлению группы GM в гильбертовом 
пространстве с индефинитной метрикой, представление является унитар­
ным в индефинитном смысле.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 14 XII 1972
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