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Пусть Р (х) — спектральная функция, определенная на множестве ве­
щественных чисел ц, [0, 1 ] и принадлежащая некоторому линейному опе­
ратору А, действующему в гильбертовом пространстве.

Предположим существование треугольного интеграла

^Р(х)А dP (х). (1)

А = Ае+ V, (2)

Ag = *\d Р (х) A dP (х) =Ла (х) dP (х), (3)

V —• квазинильпотентный оператор, a(z) — ограниченная скалярная функ­
ция.

Классы операторов, для которых существует интеграл (1) и, следова­
тельно, справедливо представление (2), рассмотрены в (1_3).

Ниже для резольвенты оператора, удовлетворяющего условиям, при ко­
торых существует интеграл (1), получено представление с помощью адди­
тивного и мультипликативного интегралов по спектральной функции. (Тео­
рия этих интегралов с достаточной полнотой изложена в (4), гл. V; (5), 
гл. II.)

Пусть р (ж) — некоторая ограниченная скалярная функция, определен­
ная на множестве р (не обязательно р(з) = a(x)J.

Обозначим

В = ^(x)dP (х), Т = А ■— В.

ц
Очевидно, оператор Т удовлетворяет условию

dP(Xi)TdP(x2) = dP(xT) AdP(x2), xl=^x2, xlt x2 & ,u.

Л емма 1. Если существует интеграл (1), то справедливо равенство

(4)

(здесь и в дальнейшем буква I означает единичный оператор в соответст­
вующем пространстве).
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Правый мультипликативный интеграл (4) понимается как предел опе­
раторных произведений

f] (I - ТАР (xft) (4 - о/)-* АР (я*)) (5)

4=1

в той же топологии, в какой интеграл (1) понимается как предел опера­
торных сумм

N

2 Р(^)4ДР(хД
4=1

АР(хк) = Р(хк) —P(xh-i), хк^ |TW;

|iN — некоторое конечное разбиение множества ц.
Доказательство леммы 1 опирается на следующие соображения. 

Пусть Xi — некоторое вещественное число, принадлежащее множеству ц. 
Представим оператор А в виде

А = ДР(х1)4ДР(ж1) + ДР(ж2)ИДР(х2) + ДР (ж.) 4 ДР (х2) = 
= ДР (ж,) А АР (х^ + АР(х2)ААР(х2) + AP(xt)TAP(x2), 

АР(х^ =РЫ, АР(хг) =/-РЫ.

Можно показать, что

I - Т (4 - <oZ) -1 = (7 - ТАР (х^ (А - al) ~1АР (ач) (7 - ТАР (х2) ■
■ (А — а/)~'АР(х2)).

Распространяя этот результат на случай произвольного конечного раз­
биения множества |Л, приходим к (5). Затем, переходя к пределу в со­
ответствующей топологии при Цх -*• ц и учитывая, что

«(л

получим (4).
Теорема 1. Если существует интеграл (1), то

(6>
р. р. х <

Сходимость аддитивного интеграла в равенстве (6) в некоторой тополо­
гии обеспечивается сходимостью в той же топологии интеграла (3). Смысл 
мультипликативного интеграла в равенстве (6) тот же, что и в лемме 1.

Доказательство теоремы 1 опирается на лемму 1 и равенство
(4 - al) -1 = (В — al) ~lST(a).

Рассмотрим некоторые частные случаи равенства (6).
1) Пусть р (х) = 0, тогда Т = 4. В этом случае

н

2) Пусть р (х) = а (х), тогда Т = V — квазинильпотентный оператор. Из 
(6) имеем

(8)
н н

1268



Если при этом оператор V допускает представление (см. (*, 2))

(9)

то, очевидно,

(Л 1Л

AjdP (i)\ 
a(t) —со j '

Если выполняются условия:
а) для всякого интервала (а, б), смежного с ц,

(ГР (а) — ГР(5))2 = 0,

(Ю)

(И)
б) функция ТР(х) непрерывна в смысле нормы и имеет ограниченную 

операторную вариацию, т. е.
N
2||РАРЫ||<^. (12)

fc=i
где произвольное конечное разбиение множества ц, то по
теореме 25.1 из (5) равенство (6) можно переписать в виде

dP (х)
3 (х) — со

В этом случае при Т = А, согласно (7),

(4 _ ю/)-1 = - A- $ ехр (- 4 •

р

Если Т = V, то условие (11) выполняется автоматически; в случае не­
прерывности функции ЕР (ж) по норме и выполнения неравенства (12) из 
(8) имеем

р

dP (х) 
а (х) — со

dP (I) \ 
а (г) — со )

Если при этом имеет место представление (9), то равенство (10) можно 
переписать в виде

— 2iP (f)
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