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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
ЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Исследование сходимости метода коллокации для интегральных уравне­
ний проводилось в основном в равномерной и среднеквадратической метри­
ках при соответствующих предположениях относительно ядра и свободного 
члена данного уравнения (см., например, (1-4)). В настоящей заметке ме­
тодом коллокации, основанным на интерполяционном процессе, строятся 
приближенные решения линейного интегрального уравнения; используя 
некоторые свойства хаусдорфовой метрики и приближения функций отно­
сительно этой метрики (5, в), мы устанавливаем оценки погрешности при­
ближенных решений в метрике пространства суммируемых функций, при­
чем полученные оценки выражаются через модули немонотонности (5) 
ядра и свободного члена уравнения.

1. Рассмотрим линейпое интегральное уравнение
ь

<p(x) = )J\K(x,y)<p(y)dy-[-f(x), (1)
а

где К(х, у~), f(x) — заданные суммируемые функции в областях а < z, р С 
Ъ, а 'С х Ъ соответственно.
Приближенные решения ищем в виде

п
Фп с*-) — 2 (2)

i=l

где ^„(z) ,i = l,2,..., п,— неотрицательные непрерывные функции, задан­
ные на [ а, Ъ ] и удовлетворяющие условиям

(1, 1 = /, ”
4in ("On) — | п ■ I ■ / I Фгп (•*■) = 1 и > 2, . . . ,b=t=]i i=1

xin, 1 = 1, 2,..., п,— узлы коллокации, а х,п < z2„ <.... < хпп < Ъ.
Согласно методу коллокации, коэффициенты с,-, 1 = 1, 2,..., п, из (2) 

находим таким образом, чтобы выражение (2) удовлетворяло уравнению 
(1) в точках zin, i = 1, 2,..., п. Для определения с, получим систему линей­
ных алгебраических уравнений

Ь п
C}=K^K(Xj,y)^ c^-in(y)^dy + f(xj), j = 1,2,. . . ,п. (3)

а 1=1

2. Обозначим через В Да, Ь] класс функций f(z), заданных на [а, 5], 
для которых sup | / (z) | < В = const и

X . . .
max {uz (6), sup | f (a) — f (a + t) |, sup | / (5) — / (b — 1) |} < p (6), 

0<«8 0<<<8
где

И/(б)=4“ sup { SUP АЖ) —/(*)1 + |Ж) —~Ж)1)
" J Xj — Хг | 5 Xi^x-^Хг
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есть модуль немонотонности функции /(ж), а ц(б) — заданная монотонно 
неубывающая функция, для которой lim ц(б) = ц(0) = 0.

_ 8-4)
Через &] обозначим класс функций F(x, у), заданных на а^х,

у < Ъ и непрерывных относительно переменной у, для которых 
sup | F (х, у) | В = const и

с ,У
max {цр (б)х, sup | F (a, у) — F (a -J- t, у) |, sup \F(b,y) — F(b — t, у)\} <Й(6), 

0<Z<8 ««8
a<v< !>

где Цг (б)х — модуль немонотонности функции F(x, у) относительно пере­
менной х, а |i(6) — заданная монотонно неубывающая функция, для кото­
рой lim ц (б) = Р (0) =0.

8—0
Введем обозначения: п

Фп (А ж) = 2 / (М Фгп (*),
г=1
п

Фп х) — 2 F (xin, у) ф$п (х),
i=l

Зп = (Ъ — a) ( inf ^4В г (J, фп) + ц (б)] + г (j, ф„)| ,

sn = (fe —a)sup I inf Г4В-Ц^г(#,^ж + ц(б)14-г(#,фдЗ
^0<6<b—a L 0 J

где r(f, ф„,) — хаусдорфово расстояние между функциями f(x) и ф„(/, х), 
а г (К, ф„) — хаусдорфово расстояние между К(х, у) и фп(йГ, х) относитель­
но переменной х.

В работе (5) (см. также (’)) установлены оценки скорости сходимости 
выражения r(f, ф„) в зависимости от функции р (б).

В дальнейшем будем предполагать, что узлы xin и функции ф,,, (F) тако­
вы, что для любой функции /(ж) eBu[a, и К(х, у) ^В^х[а, б] выпол­
няются соответственно соотношения

lim [Зп = 0, lim еп = 0.
П—*оо 71—*оо

3. Теорема. Пусть уравнение (1) имеет единственное решение <р(.г) 
в Ь[а\ь}, и пусть неотрицательные функции f(x) и К(х, у) измеримы на 
а^х^Ь, а^х, у b соответственно и f(x) В^[а, &], К(х, у) 

B^ix[zz, b].
Тогда при всех достаточно больших п приближенные решения <рп(ж), 

получаемые алгоритмом (2) и (3), существуют и имеет место соотношение 

п„ _ п , »Лп , (ь —К1 + Лх)еп 1 ,,лIIф фп||ьС(1 + ЯхЦРп 4- 1_цц1_1_л^вп J, (4)

где ь ь
kl|b= ^|g(*)|<fr, В,. = |X|sup^| R(x,y,'k)\dx,

а У а
В (ж, у, %) — резольвента ядра К (ж, у).

Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы и пусть

ц(б) =(?(б“), ц(б) = 0(6’), 0 < а,
Тогда

IIФ — Фп 11ь = о {[г (/, ф„)]а/(я+1) + sup [г (К, ф„)1р/((3+1)}.
У
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Как следствие из теоремы можно получить оценки погрешности при 
ближенного решения при различном выборе функции ф<п(ж) и узлов xit

Следствие 2. Пусть а = —1, Ъ = 1,
Г Т (х) -|2■ф»п (?) = (X — Xin) ] ~ XXin^

где узлы xin являются корнями полиномов Чебышева Т^х) = 
= cos (n age cos х); xin = cos —у— л, и пусть выполняются условия тео 
ремы.

Тогда справедливо неравенство (4); при этом

г(i, фп) < Ц(м_,/*) + О(п-'/!),
г {К, ф„)х^ jX(n-'A) + О(п-'1‘).

Следствие 3. Пусть а = 0,Ь = 2л, 

sin

sin

и пусть выполняются условия теоремы, причем функции f(x) и К(х, у) 
2п-периодические.

Тогда справедливо неравенство (4), где

r(t, фп) < Ц(«“'/2) +О(п~1/2),
г(^, ф„)х< p.(n”,/1) + О(п~‘/!).

Следствие 4. Если выполняются условия следствия 2 или 3 и если

р(б) = О(б“), р.(6) = О(б?), 0 < а, £ < 1,

11ф-фп11ь = 0(п-аг),
г<Эе

. ( а ₽ 1s = тш ■——, -n ; .(а-pl ’ 3 + 1 J

Замечание. Порядок погрешности приближенных решений можно 
также характеризовать в зависимости от свойства функции ср (ж), а именно, 
если ф(х) е Вц[а, 6], ф(ж) > 0, то

II „_ С1 + 'Ипh ФпЦьС 1 _|л|(1 + Лх)8п-

где

Пп = (6 — a) |^inf ^45 -Цу- г (ф, (ф, ж)) + р (6)] + г (ф, фп (ф, ж))} .
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