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Классическая теория возмущений (‘, 8, 9) развита для случая, когда 
возмущения производятся в подчиненных членах оператора. Если же воз­
мущаются главные члены оператора, то задача сильно усложняется, и хотя 
этой тематике посвящены очень большие исследования, аналога классиче­
ского метода возмущений не было. Только после развития метода перехода 
в пространство большей размерности, который позволяет диагонализиро­
вать некоторый расширенный оператор по спектру невозмущенного опе­
ратора, наметились общие контуры неклассической теории возмущений, 
изложенной на примере обыкновенных линейных систем в (5). Формализм 
ее для обыкновенных уравнений излагался и ранее (см., например, (2_4)).

В настоящей статье будет изложен формализм неклассической теории 
возмущений для некоторых уравнений с частными производными и для 
нелинейных обыкновенных уравнений.

1. Изучим смешанную краевую задачу
L,,u = е duldt — Lu = u|r=0, u|/=0 = <p(a?) (1)

при e -* +0 в произвольной области Q с гладкой границей Г; здесь
п

Lu = 2 ^7 (0 °(-*5 О Щ atj — ац‘,
i, 1=1 г ' 11

n n
2 >«2 & a =const >

i, 7=1 |i=l
для любых вещественных и Vie [0, Г]; a(x,t) >0. Обозначим Qx — 
= QX(0, т) и2=ТХ(0, T). Рассмотрим пучок операторов задачи (1):

= ф|2 = 0. (2)

Предположим для простоты, что спектр дискретный, невырожденный 
и удовлетворяет условию

. ..<М0 < . ..<X2(i) <Xt(i) <0 VietO,?1] (3)
и собственные функции 'фДа:, i) образуют полную систему в Л2(О) при 
фиксированном (е [0, 71].

Мы предполагаем также, что данные задачи (a«, a, h, ср) обладают не­
обходимой гладкостью в соответствующих пространствах.

С помощью спектра задачи (2) произведем расширение оператора Le 
и диагонализацию расширенного оператора (при е = 0) следующим обра­
зом. Введем дополнительные независимые переменные по формуле

t
И = —^1>(я:)йа: = <р{(^ е) 

О
(4)

и будем вместо искомого решения и(х, t, е) задачи (1) изучать «расши­
ренную» функцию и(х, t, т, е), сужение которой

U | т=ф((, е) “ И (й7, i, &) , (5)
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здесь т = (т15 т2,...), ф(£, е) = (фи фг,...). Из соотношений (4), (5) мьг
получим, что

ди   ди
dt dt

и для расширенной функции поставим следующую задачу:

Ltu = е + D-й — Lu = f(x, t), 

w(z, 0,0, е) =ф(х), й|2=0 VT.
(6>

(7)
Теперь, как п в классическом методе возмущений, определяем решение 

задачи (6), (7) в виде ряда

«=2«Ч(Мл). (8)
i=i

Из задачи (6), (7) обычным способом получаем следующие задачи для 
определенпя коэффициентов ряда:

LqUo = Dxu0 — Lu0 = f(x, t), Uo(z, 0, 0) = ф(г), uo|2=O V?, (9)

= w;(r, 0, 0) = 0, u;|E=0 Vt, i = l,2,... (10>

Правую часть f(x, t) разложим в ряд по собственным функциям зада­
чи (2):

/(х, 0=2 0
*=1

и решения задач (9) и (10) будем определять в некотором классе элемен­
тарных решений U, члены и которого представимы в виде следующих ря­
дов: и(х, t, г) = z(x, t) + v(x, t, г) + w(x, f, г),

oo oo

z = 2 zk(о"Ф*(*, o, v(x,t,r)= 2 mo e'~k(z,o> 
k=i k=i

co oo (11)
» = mo t)= 2 MP-

6=1 i=i(i^^)

Отметим, что ядро оператора L„ в классе функций U порождается мно­
жеством функций (я, 01-

Оператор Lo на классе функций U является диагонализированным по 
собственным подпространствам оператора L. Так что класс функций U 
является инвариантным относительно оператора Lo.

Для разрешимости задач (9) пли (10) в классе U остаются справедли­
выми теоремы 1 и 2 работы (5) (сопряженный оператор строится относи­
тельно соответствующим образом выбранного скалярного произведения). 
Так что все задачи (9), (10) однозначно разрешимы в классе функций U 
и ряд (8) однозначно определен. Доказывается, что ряд (8) асимптоти­
чески сходится в пространствах Соболева (6).

2. Гиперболическая задача
е бц / dt = Lu + f (х, t), т] (х, 0, е) = <р (z), ц | г = 0,

(12) 
sdu/dt = r\, и(х, 0, е) = ф(ж), гг|г = 0

изучается аналогично тому, как была изучена параболическая. Поэтому 
мы остановимся только на тех моментах, которые несколько отличаются от 
предыдущего.



Составим пучок операторов задачи (12):
(13) 

7л|) = %24>, ip|z = O.
Используя обозначения и предположения п. 1, спектр задачи (13) мож­

но записать в виде ±iV —%,(i), ±iV —X2(t),... и каждой паре ±гТ— Хь(£) 
отвечает собственная функция ^(я, t). Обозначим V — Xfc(i) = соЛ(г), допол­
нительные переменные введем по формулам:

i
TA= ^co*(r)dT = <p*(£, е).

о

Введем еще обозначение (гр гг) = у и снова вместо искомого решения 
у(х, t, е) будем изучать у (х, t, т, е), причем, как и ранее,

у(х, t, х, е) |т=ф((. е) = p(z, t, е).

Для определения функции у получаем следующую задачу:

ОО

Пусть

Dxz= 2<М0^- 
k=i k

ОО

У = 2 еЬ/Дж, t, т).
1=0

(15)

Для определения коэффициентов ряда получим следующие задачи: 
Dxr\0-Lu0 = f(x, t), г)о(л7, 0, 0) = <p(rr), Ло|х==О Vr,

(16) 
DTu„ — ц0 = 0, щ(х, 0, 0) = xt?(a?), u012 = 0 VT;

Dxf]i — Lui =—df]^ / dt, цДа:, 0, 0) = 0, r),|£ = 0 VT, (17)
Dxui — i]i = —dui_l/dt, u,i(x, 0, 0) = 0, ti.|z=0 VT, i = 1, 2,...

Класс элементарных решений Y будет следующим. Любой элемент 
у е Y будет представлять сумму трех слагаемых:

у = z(x, t) + v(x,t, т) + w(x,t, т), I
где

ОО ОО

V (х,t, т) = 2 bk (?, xk) i|>* (ж, 0, W (x, «, г) = 2 Ш xk) (ж, 0»
k-1 k=l

ОО
bk(t, tfe) = ok(t)sinт* + vk(t)cost*, bk(t,xk) = 2 Ш П)^н(<).

i=l

Для задач (16) и (17) остаются справедливыми заключительные 
утверждения предыдущей задачи.

Замечание. При дополнительных ограничениях на данные задач 
ряды (8) и (15) сходятся в метрике пространства L2(Q) для достаточно 
малых е > 0 при фиксированном т.

3. В нелинейном случае метод применяется аналогичным образом (см., 
например, (4)). Мы для простоты рассмотрим задачу Коши в скалярном 
случае:

гу' = Р{у, х), у(0,г)=у2 (18)
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Пусть предельное уравнение 7г(со,;г) =0 имеет изолированный на от­
резке [0, а] корень w = w(x) и dF(a, х) / ду < 0 V^e[0, а]. Введем
дополнительное независимое переменное

X
i =-^-^Х(со(т), т), dt = <p(a:, е), Х(ю, х) = ,

о
и будем изучать функцию у(х, t, е) такую, что

У (я, е) I<=«<*, = У (■£, е) •

Тогда для определения функции у мы получаем задачу:
еду / дх — к(<>>,х) ду / dt — F{y,x} =0, у (0, 0, е) = у0. (19)

Находим функцию у в виде ряда: у = Ai егу4(х, t). Подставив этот ряд 
i=0

в задачу (19), мы для определения коэффициентов ряда получаем задачи:
Ци, х)ду<>/dt-F(y0, х) =0, у»(0, 0) =у°, (20)

\(w,x)dyi/dt-K(y0,x)yi = hi(yi_i,...,y0,x), у,(0,0)=0. (21)

Класс элементарных решений Z определяется следующим образом. 
Если начальное значение у° принадлежит области влияния асимптотически 
устойчивого корня w = w(x) (см. (7)), то задача (20) имеет решения вида 
Уо(х, t) = f0(c0(x)e{,x), где функция f(z, х) аналитична по первому аргу­
менту. Любой элемент z{^ Z представим в виде z< = /,(С;(ж)е\ х). Асимп­
тотическая сходимость ряда доказывается по норме пространства С[0, а].

В заключение следует отметить, что внимание математиков к настоя­
щей тематике было привлечено фундаментальными исследованиями 
А. Н. Тихонова (см., например, (’)). К разработке предлагаемого метода 
привело решение одной из задач, предложенной мне в 1958 г. М. И. Ви- 
шиком.
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